Sarvari Csaba

A szamitogép-algebrai rendszerek
szerepe a matematikai gondolkodas
fejlesztésében

A Pécsi Tudomdnyegyetem Pollack Mihdly Miiszaki Foiskolai Kardn
az informatikus hallgatok matematika-oktatdsct
szdmitogéep-algebrai rendszerekkel valositjik meg.
A szdamitogéep-algebrai rendszerek
olyan interaktiv programok, amelyek a numerikus szdmitogépes
programokkal szemben szimbolikus kifejezésekkel valo
matematikai szdamitdsokat is
megengednek.

bekovetkezett gydkeres megujulasa paradigmavaltast idézett eld az oktatasban is.

A szamitastechnika, informatika altal kinalt eszkdzok az oktatas-nevelés minden
teriiletén a didaktikai eljarasrendszer atgondolasat, (ijrakonfiguralasat teszik sziikséges-
sé. Hatvanyozottan érvényes ez a matematika oktatasanak teriiletén.

Az informacios technoldgia kinalta 1) eszkozok koziil a matematikaoktatds szdmara
kiemelkedd jelentGségliek a szamitogép-algebrai rendszerek.

A szamitdgép-algebrai rendszerek megjelenése a matematikai készségek, jartassagok
rendszerét alapjaiban érinti. Azoknak az eljarasoknak a tanitasa, amelyeknek elsajatita-
sa-clsajatittatasa korabban erénk jelentds részét lekototte, ma sokszor felesleges: a sza-
mitogép-algebrai rendszerek az ilyen tipusu feladatokat konnyedén, nagyon rovid id6
alatt megoldjak. De csak akkor, ha okszertien, kell6 ismeretekkel felvértezve hasznaljuk
azokat. Tehat nem arrdl van szd, hogy kevesebb id6t kell szannunk a matematika elsaja-
titdsara. A sulypont helyez6dott at: az eddigieknél is megalapozottabb fogalmi ismere-
tekre van sziikség. A rendszer id6t szabadit fol a gondolkodés szamara, az algoritmusok
megtervezésére, hatékonyabba tételére. A korabbinal tobb id6 jut az induktiv megkdze-
litésre, a szemléltetés 0j lehetségei tarulnak fel.

A szamitogép-algebrai rendszerek hathatos segédeszkozei a matematikusoknak, fizi-
kusoknak, mérnokoknek, technikusoknak, pszicholégusoknak — vagyis mindenkinek, aki
matematikai szamitasokat végez. Nélkiilozhetetlenek a modern elméleti és alkalmazott
tudomanyos kutatdsokban, valamint az oktatasban.

Mindezt ezek a rendszerek alapvetden két tulajdonsagukkal érik el:

— segitségiikkel igen nagy pontossagu szamitasok végezhetdk el nagyon gyorsan;

— alkalmasak szimbolikus és algebrai szamitasok végzésére.

A rendszerek egyik legismertebbike — a Maple — sikerét nyitott architektirdjanak is ko-
szOnheti. Az eljarasok nagy tobbsége a Maple sajat nyelvén irddott és a felhasznalok sza-
mara forrasnyelvként rendelkezésre all. gy barkinek lehetésége van a rendszer konyvta-
ri eljarasainak modositasara, 1j konyvtarak 1étrehozasara.

A szamitogépes halozatok megjelenésével a Maple a matematikatanulas bazisava val-
hat. A Maple-munkalapok a paraméterek valtoztatasaval képesek megsokszorozni a pél-
déakat, problémakat, feladatokat.

ﬁ z informdacidés kommunikacids technoldgianak a 20. szdzad utolsé évtizedeiben
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A szamitégép-algebrai rendszerek hasznalatanak didaktikai problémai

A szamitogép-algebrai rendszereknek a matematika oktatasaba vald bevonasa szerte-
agaz6 didaktikai feladatokat r6 rank, oktatokra, tanarokra.

Ezeket a feladatokat a matematika-didaktika alabbi dimenzidi szerint csoportositva
vizsgaljuk:

— szakmai dimenzio;

— pszichologiai dimenzid;

— pedagogiai dimenzid;

— konstruktiv dimenzid.

Emellett szolunk a tanari, tanuloi attitiid alakulasarol.

Szakmai dimenzio

A szamitogép-algebrai rendszerek egyik legnagyobb eldnye, hogy terjedelmes szimbo-
likus szamitasok elvégzésére is képesek. A rendszer megkiméli a felhasznalot az Gnmaga-
ban tobbnyire érdektelen, faraszto részlet-szamitasoktol. Esetenként ezeket tobbnapi mun-
kaval — vagy még ugy sem — a hibalehetdségeket halmozva tudnank csak elvégezni.

A Maple lehetové teszi, hogy energiank nagyobb részét a meggondolasokra 6sszpon-
tositsuk.

A rendszernek masik nagy elénye a pontos aritmetika. A szamitégép-algebrai rendsze-
rekkel nyert eredmények vagy egzaktak, vagy a folhasznald altal meghatarozott pontos-
saguak.

A szimbolikus szamitasok elvégezhetdsége és az aritmetikai képességek lehet6vé te-
szik olyan matematikai témakorok kimeritd targyalasat, amelyekre korabban nem volt
mad. Ilyen példaul a legtobb numerikus eljaras. Lehetévé valik a tobb ilyen eljaras egyiit-
tes felhasznalasat megkoveteld matematikai modellek eldallitasanak tanitasa.

Pszichologiai dimenzio

A matematika miiveléséhez, a matematikai gondolkodashoz és kommunikacidhoz va-
lamilyen mddon reprezentalnunk kell a matematikai struktirakat. A kommunikacio kiil-
sO reprezentaciot kivan nyelvi eszk6zok, irott szimbolumok, abrak, targyak formajaban.
(Lesh, R., Post, T. és Behr, M.)

A gondolkodas esetében a pszichikumban vald belsé reprezentaciorol beszEliink. A
hatékony, tartos tudas alapja a stirti szovésti haléhoz vagy egy nagyvaros kozlekedési ha-
16zatahoz hasonlithato, kapcsolatokban gazdag belsé tudasreprezentacid. A matematikai
megértés a tények, fogalmak, eljarasok kozott kiépiil6 kapcesolatok gazdagodasaval fej-
16dik ki. A szamitogép-algebrai rendszerek a megfeleld tudasreprezentaciot tobb modon
is igen hatékonyan tdmogatjak:

— a megjelenités, abrazolas gazdag eszkoztaraval,

— a tananyag alland¢ elérhetdségével (hyperlinkek, konyvjelzok);

— a valtozatok, reprezentaciok konnyi eldallitasaval.

A matematikai megértés egyik legfontosabb mutatdja a transzferre valo képesség. Ki-
alakitasahoz sok eszkozt kinal a Maple: animaciok, a paraméterek valtogatasa, a tan-
anyag egységeinek 0sszekapcsolasa linkekkel, tobb munkalap parhuzamos szerkesztésé-
nek lehetdsége.

P. C. Wason és P. N. Johnson-Laird kimutattak, hogy logikailag ekvivalens feladato-
kat, problémakat 1ényegesen konnyebben, gyorsabban tudunk megoldani, ha azokat hoz-
zank kozel esd, szamunkra ismerds modellel irjak le. Olyan modellekkel, amelyhez él-
ményeink, korabbi ismereteink kapcsolodnak. A szamitogép-algebrai rendszer sokat se-
githet itt: az adott feladat tobb konkrét modellel megfogalmazhaté, végigszamolhat6. Az
eldadasok, gyakorlatok sziik idokerete itt nem jelent korlatozo feltételt.
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Pedagogiai dimenzio

A logarléc, majd kés6bb a szamologép hasznalata csak kelld didaktikai kortiltekintés-
sel lehetett igazan eredményes. Méginkdbb elmondhaté ez a szamitogép hasznalata, a
szamitogép-algebrai rendszernek a tanitasi-tanuldsi rendszerbe vald bevondsa esetén.
Nem tulzas, amikor azt allitjuk: a matematikai didaktika egészét érinti az 0j eszkdz meg-
jelenése; szakdidaktikank minden elemét ujra kell gondolnunk. A mindent ujra gondolas
kényszere pedig éppen a rendszer rendkiviili adottsagaibol fakad. A Maple nagyon rovid
id6 alatt képes olyan feladatokat megoldani, amelyek megoldasara kézi szamolassal 6rak
kellenek.

A rendszer egyetlen utasitassal 0sszetett feladatokat képes megoldani (példaul primi-
tiv fliggvény megkeresése, optimalizalas). Sulyos hiba lenne azonban a matematikai is-
meretszerzést Maple-utasitasok rendszerére épiteniink. A szamitogép-algebrai rendsze-
rek matematikaoktatasban val6 alkalmazasa soran a fogalmak gondos kialakitasa nem
szenvedhet csorbat. Ellenkezdleg: a rendszert uigy kell felhasznalnunk, hogy a fogalom
kifejtése, beagyazasa altala is gazdagodjék.

Az algoritmusok belsé memoriatérképének 1étre kell jonnie, mieldtt azok végrehajta-
sat a szamitogépre biznank.

Az egyes gondolkodasi miiveletek tanitasa soran a rendszertdl segitséget kaphatunk:

— az algoritmikus gondolkodas fejlesztésében;

— az altalanosités, analogias gondolkodas terén;

— az induktiv megkozelités nagyobb lehetdségével;

— sejtések megfogalmazasanal;

— az absztrakcios készség fejlesztésénél;

— a vizualis gondolkodas terén.

A sor természetesen tovabb bévithetd.

Szemléltetésként tekintsiik a kdvetkez6 feladatot:

Hatérozzuk meg azokat a p primszamokat, amelyekre a 8P + p2 kifejezés is prim.

A megoldas elsd 1épéseként szeretnénk megsejteni a szoban forgo kifejezés viselkedé-
sének torvényszeriségét.

A Maple segitségével, egy Osszetett utasitassal megvizsgaljuk a kifejezést a primsza-
mok egy sorozatara. (1. abra)

Ugy fest, csak egyszer lesz prim, de ami fontosabb, azt sejtjiik, hogy ezt az esetet ki-
véve a kifejezés minden paratlan primre oszthaté 3-mal.

A rendszer hasznalatdnak didaktikai elényeibdl kettdt emeljiink ki:

1. Az Gj tudaselemre vald 6sszpontositas lehetésége (ismeretlanc). Ezt példaval illuszt-
raljuk: A logisztikus egyenletet mint specialis elsérendli differencialegyenletet szeret-
nénk tanulmanyozni. El6z6leg foglalkoztunk mar a polinomok algebrajaval, a racionalis
tortfliggvényekkel, a racionalis tortek integraldsaval.

A logisztikus differencialegyenlet megoldasa soran tehat eltekinthetiink a résztortekre
bontas feladatatol, ezek integralasat is a gépre bizhatjuk, hisz ezeket mar kordbban meg-
tanultak a hallgatok. Igy er6teljesebben dsszpontosithatnak a differencialegyenlet megol-
dasara. Ha mar abban is bizonyos rutinra tettek szert, foglalkozhatunk a megoldasok
szerkezetének elemzésével, stabilitasi problémakkal. Ekkor mar differencialegyenlet ke-
zelésének egyes részfeladatait (példaul az iranymezok felrajzolasa) is a szamitogéppel
végezhetjik, s teljes figyelmiinket, idonket, energiankat a megoldasok értékelésének
szentelhetjiik.

2. Az eredmények ellendrzése, visszacsatolas. Az eredményes tanitas-tanulds alapfel-
tétele a visszacsatolas, megerdsités. K. Popper tetradikus sémaja, amellyel a ,,Hogyan
novekszik a tudasunk?” kérdésre kivan valaszt adni:

P> KE >HK > P,

ahol P, azt a problémat jel6li, amelybdl kiindulunk,
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1. abra. Torvényszeriiség megsejtése induktiv viton

KE a kisérleti elmélet, amelyet a probléma megoldéasara ajanlunk,

HK a hiba kikiiszobdlésének folyamata, s P, azt a befejezé problémat jelenti, amely a
vitakbol, vizsgalatbol, problémamegoldasbol kialakult.

Tehat a tudas problémakbol indul és problémakban végzddik. A popperi értelemben
vett hibakikiiszobdlést nagyon eredményesen képesek szolgalni a szamitogép-algebrai
rendszerek:

— a numerikus ellenérzéssel,

— olyan munkalapokkal, ahol a paraméterek valtogatasaval a feladat feltételei valtoz-
tathatok;

— a vizualis megjelenitéssel;

— a programkonyvtarban tarolt megoldasokkal.

Konstruktiv (oktatasszervezési) dimenzio

A szamitogép-algebrai nyelv kivaloan alkalmas arra, hogy — mas elemekkel kiegészit-
ve — a matematikai tudasbazis alapelemévé valjék.

A Pécsi Tudomanyegyetem PMMF karan az informatikus hallgatok matematikai ok-
tatdsat az 1998-99-es tanévtdl kezdédden ilyen kdrnyezetben valositjuk meg.

A rendszert mutatja a 2. abra.

A tananyag valamennyi egységét — el0adasjegyzetek, gyakorlatok, hazi feladatok, in-
teraktiv példatar, zarthelyi dolgozatok, az elmult szemeszterek vizsgadolgozatai és az ak-
tudlis vizsgakérdések, ismétlé-rendszerezd feladatok — a helyi szamitogépes halozaton
elérhetdvé tettiik. A Maple-munkalapok mellett Toolbook szerzdi rendszerrel késziilt el-
lendrzo feladatsorok és az interaktiv példatar képezik a tudasbazist.
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oktato, tanar

eldadas -jegyzetek elektronikus hazi feladatok

ellenérz6 feladatso
vizsgak

interaktiv feladattar dolgozgtok

Y

probadolgozatok

matematika szemeszterek

helyi halozatok

szamitogépes laboratoriumok eléadasok hallgatoi PC-k és kollégiumi haldzatok
gyakorlati foglalkozasok Maple Klub hazi feladat

2. abra. Halozat alapu oktatdas sémdja

Az el6adasokon elsésorban illusztrativ céllal hasznaljuk a Maple-rendszert. Az illuszt-
racio lehet két- vagy haromdimenzids abra, nagyon sokszor animacid. Ezeket kombinal-
hatjuk az adatszerkezetek sokoldalti bemutatasaval. Segithet a rendszer a jelenség bemu-
tatasahoz sziikséges, de iddigényes szamitasok, eljarasok gyors elvégzésével is. Az el6-
adasok elektronikus valtozata a halézaton allandoan elérhetd, ezek nyomtatott valtozatat
is kézhez kapjak a hallgatok. Tapasztalataink azt mutatjak, hogy az el6adasokon csinjan
kell bannunk a szamitogép-algebrai rendszer hasznalataval és altalaban a multimédias
eszkozokkel. Az eldre elkészitett, a film, illetve diakép vetitéséhez hasonldéan bemutatott
munkalap kevéssé hatékony.

Egyrészt semmi sem potolhatja az €16 eldadas rogtonzésnek is teret ado frissességét,
masrészt a barmilyen ,,pergd”’-nek latszo anyag is csdkkenti a hallgatok figyelmi szintjét,
figyelmi aktivitasat.

Ugyanakkor a Maple nyujtotta eszkozokkel az el6adas elektronikus valtozata korab-
ban nem remélt moédon tdmogathatd. Az induktiv megkozelitést sem id6, sem terjedelem
nem korlatozza. Az animaci6 lehetdséget nyujt a mozgas, a jelenségek dinamikajanak ér-
z€keltetésére.

A gyakorlatokon folyd munka allando segitdje, a tabla és a flizet mellett egyenragu
szintere a szamitogép-halozat, s eszkdze a szamitogép-algebrai rendszer, a Maple.

Ez sok elénnyel jar, de nagy didaktikai kihivast, probatételt is jelent. A rendszer alkal-
mazasa, a Maple hatalmas numerikus képessége és a szimbolikus szamitasok elvégezhe-
t0sége miatt sok olyan tananyagrész targyalasat lehetové teszi — s ezek nemcsak numeri-
kus jellegiick — amelyekre korabban nem keriilhetett sor.

Ugyanakkor a fogalmak gondos kialakitasa legalabb olyan fontos feladatunk, mint ko-
rabban.

24




Iskolakultara 2001/3

Sarvari Csaba: A szamitogép-algebrai rendszerek szerepe a matematikai gondolkodas fejlesztésében

A Maple megtanulasa sem kis feladat. Bar ez kés6bb busasan megtériil, kezdetben je-
lentds energiat kot le.

Minden egyes fogalom, eljaras, algoritmus tanitdsandl gondosan kell ligyelniink arra,
hogy annak egészét atlassak, értsék a hallgatok. Ki kell alakulnia a megfelelé memoria-
képnek és a fogalmaknak, eljarasoknak, algoritmusoknak be kell agyazodniok a repre-
zentacios haloba. A szamitogépes eljarasok til korai vagy nem kellé gondossaggal meg-
tervezett hasznalata ezt a folyamatot gatolhatja, s6t lehetetlenné is teheti, s igy jovatehe-
tetlen kart okozhatunk.

Viszont a Maple okszer(i hasznalata megsokszorozhatja a gyakorlatokon folyé munka
hatékonysagat. A munkalapok parhuzamos szerkeszthetésége nagymértékben ndveli a
kapcsolatokban gazdag belsé tudasreprezentacid kialakulasanak lehet6ségét. (3. dbra)
Nagy elony, hogy a teljes tananyag allanddan rendelkezésre all. A korabban kifejlesztett
¢és a Maple-ben rendelkezésre allo eljarasok felidézhetok, hasznalhatok.
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3. dbra. Tobb Maple-munkalap egyidejii haszndlata.

A képzés fontos része a Maple-klubban folyd munka. Itt a Maple-re vonatkoz6 isme-
reteket is bovitjiik, a tananyag Osszetettebb részeire is kitériink és specialis matematikai
témak is sorra keriilnek.

A tanari, illetve tanuléi attitiid valtozasa

A Maple-munkalapok rendszerén alapuldé tananyag eldéallitdsa természetesen igen
nagy munka. A tananyag eldallitasara forditand6 id6 kezdetben sokszorosa a hagyoma-
nyos késziilésnek. Ez azonban késébb megtériil, hisz a tananyag kdnnyen modosithato.
Egyrészt a Maple elfogadhatod szovegszerkesztovel rendelkezik, masrészt a korabban
megirt eljarasok felhasznalhatok, atalakithatok.
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A szamitogép-algebrai rendszer hasznalata folyamatosan kihivast jelent a tanar, az ok-
tatd szamara is. A rendszer tudasa imponaloan nagy, memoriaja tokéletes. Az egyes al-
goritmusok futdsa sok meglepetéssel szolgalhat. Példaul a rendszer altalanosabban vagy
egyaltalan csak masként kezeli az adott problémat, mint ahogy arra szamitottunk. Sok
olyan kérdéskorrel tudunk foglalkozni, amelyek feldolgozasara korabban nem volt méd.

Mindez a rendszer egyre jobb megismerésének igényével egyiitt allando kisérletezés-
re, ismeretbGvitésre sarkall.

A Maple nem poétolja a matematikai ismeretszerzést. Ellenkezdleg: ha értelmesen
hasznaljuk, ,,segitiink” neki, akkor a beépitett eljarasok alkalmazasat magasabb szintre
emelhetjiik. Sokszor ez azt jelenti, hogy a rendszer ,,0ndlléan” nem tudna megoldani a
feladatokat, megfeleld iranyitassal viszont ,,csodakra” képes. Mindezt, megfeleld példak-
kal, tudatositanunk kell hallgatéinkban.

A Maple-munkalap egy id6 utan a matematikai tananyag természetes kozegévé valik,
segitségével valdoban €16 matematika kdzvetithetd a hallgatoknak. Nekik — féleg az els6
idében — a szamitogép-algebrai nyelv elsajatitasa jelentSs tobbletmunkat jelent. Am ta-
pasztalatunk szerint a Maple elsajatitasa a késdbbiekben a teljesitOképes matematikatu-
das szintjének jelentés emelkedését eredményezi.

Osszehasonlité tudasmérés

1999-ben a miiszaki informatika szakos hallgatok korében 0sszehasonlitd tudasmérést
végeztiink.

A szamitogép-algebrai rendszer hasznalataval alapvetdéen megvaltozik a megoldhato
szamitasok, feladatok kore. Az Osszetett numerikus vagy szimbolikus szamitasokat
igényl6 feladatok, problémak megoldasa a Maple hasznalataval természetesen sokkal
eredményesebb. Ezért is elsésorban nem a hallgatok abszolut teljesitményét, hanem
megszerzett tudasuk szerkezetét hasonlitottuk 6ssze. A megoldandé feladatokat harom
csoportba soroltuk:

— elméleti jellegii kérdések (T);

— dontéen problémamegoldd gondolkodast igényld feladatok (P);

— féleg szamitasokat tartalmaz6 feladatok (O).

A harom kategdria mindegyikében azonos pontszamot lehetett elérni.

A Maple-lel (38 £6), illetve az anélkiil tanulok (23 f0) teljesitményeloszlasa a kovet-
kezéképpen alakult:

T (%) P (%) O (%)
Maple-lel tanulok 17,6 39,1 433
Kontrollcsoport 21,7 31,0 47,3

1. tablazat

Lathatoéan a Maple-lel tanulok a problémamegoldo gondolkodast igényl6 feladatokban
jelentésen nagyobb aranyban szereztek pontokat, mint a kontrollcsoport. A rendszer
hasznalata atsegitette a hallgatokat azon akadalyok egy részén, amelyek a problémameg-
oldas kozben a megosztott figyelem miatt a kézi szamoléas sordn striin jelentkeznek.

A Maple-lel tanulok abszolit tudéasszintje jelentsen feliilmulta a kontrollcsoportot.
Elébbiek a megszerezhetd pontok 58,5 szazalékat, mig a kontrollcsoport tagjai 42,3
szazalékat szerezték meg.

A vizsgalat az atfogo jellegli kérdéssor ellenére csupan pillanatfelvételnek tekintheto.

A szamitogép-algebrai rendszer hasznélata eredményességének megbizhatd megméré-
séhez vizsgalatok sorat kell elvégezni.
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Osszegzés

A szamitogép-algebrai rendszerek napjainkra a matematikaoktatasnak és altalaban a
matematikai feladatok, problémak megoldasanak nélkiilozhetetlen segédeszkozévé val-
tak. Csak a didaktikai szempontbdl megalapozott hasznalat lehet egyértelmien teljesit-
ményt noveld. A tanitasi-tanulési tevékenység és a tananyag szempontjabol egyarant
meg kell vizsgalni a felhasznalas lehetdségeit.

A fogalomalkotasnak, a hasznalt eljarasok, algoritmusok ismeretének legalabb a ko-
rabbi szinten kell megvalosulniuk. Tehat a rendszer eljarasait témakdronként valtozo mo-
don, de mindig gy kell alkalmaznunk, hogy a fogalomalkotast segitse. A legtobb téma-
kornél sziikséges elébb kisebb méretli szamitasokat kézzel is elvégeztetniink, s csak ez-
utan szabad ratérniink a szamitogép hasznalatara. Nagyon hatékony, bar idéigényes a
hallgatok altal készitett sajat algoritmusok, eljarasok hasznalata.

A szamitogép-algebrai rendszernek a matematikai foglalkozasok mindig készenlétben
allo eszkozéveé kell valnia, ugyanugy, mint ez kordbban a fiiggvénytablazattal, szamolo-
géppel tortént.

Ugyanakkor alapozasként, kiegészitésként célszerli a szamitogép-algebrai alapismere-
teket 6nallo kurzus keretében is oktatni.

Ezt a vélekedést a hallgatok korében végzett attitlidvizsgalat is alatamasztja, a hallga-
tok 80 szazaléka igényelne ilyen kurzust.

A szamitogép-algebrai rendszer didaktikai vizsgalatokon alapuld, a szamitogéphaldzat
lehetdségeivel is él6 hasznalata a matematikai ismeretek spektruménak szélesedéséhez,
a munkavégzés hatékonysaganak névekedéséhez vezet.
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