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Racionalis hibak a tortes
muveletvégzés soran

Az 5. osztalyosok tortreprezentdcioi és
a miiveletvégzés soran elkovetett raciondalis hibak

Irdsunk egy empirikus kutatdsra 6sszpontosit, amelynek témdja a
kozonseges tortekkel végrehajtott miiveletek végzése kozben
elofordulo hibdk feltérképezeése. A matematikai gondolkodds fejlodése
sordn létrejévo raciondlis hibdkat kerestiik. Ben —Zeev (1998)
nevezte igy a hibdkat, amelyek 1igy jénnek létre, hogy a gyermek
kordabbi ismereteire épitve analogidt keres a megoldando probléma
eseten, de rosszul kévetkeztet, amit utdana ,jol” haszndl. A kutatds
célja az volt, hogy megmutassuk, hogy a kézdnséges tortek tanuldsa
sordan kialakulnak a szakirodalomban bemutatott hibdk, és a
matematika tuddsszintméro teszten alacsony eredmeényt érnek el
azok a tanulok, akik ilyen hibdkat kévetnek el. A kutatdst 5.
oszldlyosok korében végeztiik.

hogy természetes modon a legprecizebb munka mellett is bizonyos hibak megje-

lennek. A hibas matematikai gondolkodas (amely majdnem olyan, mint a helyes)

soran létrejovo hibakat nevezte Ben — Zeev (1998) racionalis, észszer( hibaknak. A hibak
kutatasa elésegiti, hogy megismerjiik a matematikai gondolkodas fejlodését.

A tanulmany azt tlizte ki célul, hogy feltérképezziik, hogy a kozonséges tortekkel vég-

zett miiveletek soran milyen hibak alakulnak ki, és mi lehet ennek az oka. A korosztaly

kivalasztasanak szempontja az volt, hogy a tortek tanulasanak elején vizsgaljuk meg a

e,

ﬁ matematikai gondolkodas fejlédését és fejlesztését vizsgalva azt tapasztalhatjuk,

ugyan alsé tagozaton elkezdddik a tortfogalom kialakitasa, de 6tddik osztalyban kezde-
nek a tortekkel mtveleteket végezni. Az aktualis kerettanterv (OF1, 2012) a tortfogalom
kialakitdsaval kezdi a témakor felépitését. A vizsgalat eszkozének a tudasszintmérést
valasztottuk. A kutatas két hipotézise, hogy megjelennek a szakirodalomban leirt hibak
a tesztekben és a hibakat elkovetd gyermekek teszteredményei gyengék. Feltarjuk, hogy
a magyar pedagogia kutatoi hogyan rendszerezték a hibakat, és milyen okokat jeldltek
meg. Kiegészitjiik a jelenkori nemzetkdzi kutatasok eredményeivel. A hibak feltarasaval
¢és rendszerezésével sok Uj informaciohoz juthatunk, amely a magyar matematikaoktatas
eredményesebbé tétel¢hez jarulhatna hozza, ha a gyakorld pedagdgusok latnak, hogy
milyen okai vannak egyes gyermekek sikertelenségének, jelen esetben a kozonséges
tortek témakorben. Torbeyns, Schneider, Xin és Siegler (2015) arra a megallapitasra
jutott, hogy a tortek nagysaganak megértése ¢és az altalanos matematikai teljesitmény
Osszefiigg. Vizsgalatukban az orszagspecifikus kiilonbségek ellenére minden vizsgalt
orszagban (USA, Kina, Belgium) pozitiv kapcsolatot mutattak ki a tortek nagysaganak
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megeértése €s az altalanos matematikai teljesitmény kozott. Ezek az eredmények arra utal-
nak, hogy beavatkozasra lehet sziikség az oktatasban.

Az elmult évek nemzetk6zi méréseibdl tudjuk, hogy Magyarorszag egyre gyengébben
teljesit mind a PISA, mind a TIMSS mérésein. A PISA a munkaerd-piaci bevalashoz
sziikséges alkalmazhato tudast méri, a TIMSS kifejezetten a tantervekre épit, és elsGsor-
ban az elméleti tudast méri. A PISA eredményeink folyamatosan romlé tendenciat mutat-
nak, a TIMSS esetében még a résztvevd OECD orszagok atlaga felett teljesitiink, de
nincs szignifikans kiillonbség. A negyedik osztalyos tanulok atlageredményeit lathatjuk
az [. tablazatban. Ez a korosztaly all legkozelebb a kutatasunkban szerepld tanulékhoz.
A tanulok 2011-es adatait vizsgalva azt lathatjuk, hogy a 2007-es és 1995-0s eredmé-
nyekhez képest nem volt szignifikdns valtozas az eredményiikben, a 2003-as mérésben
részt vevo negyedikesekhez képest azonban szignifikansan gyengébben teljesitettek.

1. tablazat: A TIMSS mérések atlageredményei (4. osztaly)

év atlageredmény
1995 521
2003 529
2007 510
2011 515

Bar a TIMSS nem kifejezetten dsszpontosit a tortek megértésére, a kulturalis és az okta-
tasi kiilonbségek valdszinileg befolyasoljak a tortek tanulasat (Torbeyns, Schneider, Xin
és Siegler; 2015).

A TIMSS 2011 nemzetkozi jelentése szerint mind a harom tartalmi teriileten és mind
a harom kognitiv teriileten egyarant a nemzetkdzi atlag felett teljesitett Magyarorszag a
negyedik osztalyosok esetén —lasd 2. tablazat (Mullis, Martin, Foy és Arora, 2012).

2. tablazat: A magyar és a nemzetkozi eredmények a tartalmi és kognitiv teriileteken

i Matematika Matematika tartalmi keretek Matematika kognitiv teriiletek
orszas atlag Sziamok | Geometria | Adatibrazolds | Ismeret | Alkalmazds | Ertelmezés
Magyarorszag 55% 51% 56% 63% 60% 54% 45%
Nemzetkozi
atlag 50% 47% 49% 58% 55% 50% 40%

Tudjuk, hogy az altalanos kognitiv képességek fejlesztése a mai rendkiviil gyorsan val-
toz6 viligban kiilénosen fontos. Orvendetes, hogy az atlag felett teljesitiink, de a cél az
eredmények javitasa lenne. Ha feltarjuk, hogy melyek a hibak okai, akkor a hibak meg-
felelden javithatok, és az altal jobb eredményt érhetiink el.

A matematikai gondolkodas hibainak hazai kutatastorténete

A kovetkezékben elsdsorban a kdzonséges tortekkel végzett miiveletekkel kapesolatos
hibak kutatasanak bemutatasara dsszpontositunk. Mar Beke Mano (1900) is azt emliti
a Magyar Pedagogiai Tarsasag székfoglalo beszédében, hogy bizonyos hibak a tanitas
soran évrél-évre ismétlddnek. Ezek nem csak egy-egy tanulonal fordulnak eld, hanem
igen sok gyermeknél. Ezeket nevezte Beke Mano typikus hibanak, amelyek a tanitas és
a matematikai gondolkodas kiilonboz6 teriiletein jelennek meg. Beke harom forrasbol
eredezteti a hibakat.
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* A hamis, vagy elhamarkodott analdgia: amikor a feltételeket mas esetekben fennalld
feltételekkel megegyezdnek véliink, de nincs teljes egyezés.

+ A kovetkeztetés hibajabol és a tételek elhamarkodott megforditasabol eredd hiba.

* A szemlélet hidnyossagabol eredd hiba.

A tortszamokkal végzett miiveletek soran is jelennek meg typikus hibak. Ilyen a hamis
3
analdgia alapjan elkovetett hiba, mikor 1 kg termek arabol tgy kovetkeztet ; kg arara,
3 1
hogy az 1 kg arat elosztja 1 del. A hiba onnan ered, hogy 1 kg arat ugy is megkap-

hatta korabban, ha az eredeti arat osztotta néggyel. Ugyancsak gyakran el6fordul, hogy
a gyermek azt hiszi, hogy a tort értéke nem valtozik meg, ha a szamlalojahoz és a neve-
z06jéhez ugyanazt a szamot hozzaadja.

A mértékegységvaltasok soran a tanuldk gyakran nem biztosak benne, hogy mikor
sziikséges a valtoszammal szorozni és mikor osztani. Ezt a hibat Beke szerint az értelem
nélkiili mechanizmus okozza.

Az analogidkra természetesen sziikség van, de a feltételeket pontosan sziikséges meg-
adni, hogy a hibat elkeriiljiik. Ugyanigy sziikséges, hogy bizonyos dolgok mechanikussa
valjanak, de ezek szamat szoritsuk minimumra, és valjon értelmessé a mechanizmus
elsajatitasa.

A 20. szazad soran néhany magyar kutaté foglalkozott a hibakutatassal, de ez a sza-
zad utolso évtizedeire és kiilonosen a 21. szdzadra teljesen elhalkult Magyarorszagon.
Polya Gyorgy (1945) és Mosonyi Kalman (1972) is ugy gondolja, hogy a matematika a
gondolkodas fejlesztésének nagyszert iskolaja. Mosonyi szerint nagyon fontos, hogy a
tanarnak annal inkabb nem elég a tananyagot ismernie, minél alacsonyabb évfolyamon
tanit, hanem az elsajatitas gondolkodasi folyamatat is ismernie kell. Magyar teriileten
Ranschburg Pal (1917) foglalkozott eldszor hibakutatassal, aki beszéd-, iras-, és szamo-
lashibakat vizsgalt. Arra jutott, hogy a legegyszertibb szaimolasi miivelet megoldasa is
gondolkodas eredménye, nincs olyan, hogy csak az emlékezetre alapozza valaki a sza-
moldast. Szenes Adolf (1934) a négy alapmiivelet végzése soran elkdvetett hibakat vizs-
galta. Farago LaszIlo (1958) a kozépiskolakban eléforduld hibakat osztalyozta. Mosonyi
Kalman (1972) a gondolkodasi hibakat a kdvetkezoképpen csoportositotta:

1. helytelentil feltételezett analogian alapuld hibak 2. formalizmuson alapulé hibak 3.
megszokason alapul6 hibak 4. fogalmak tisztazatlan voltabol erd6 hibak 5. hianyos eldis-
meretek altal okozott hibak 6. matematikai miiszavakbol, szakkifejezésekbdl eredd hibak

Ezek koziil a tortek esetében az alabbi hibakrol tesz emlitést.

1. helyteleniil feltételezett analdgian alapuld hibak
A gyermek ott is analodg szituaciot sejt, ahol nincs. Mellzi az alapos gondolkodast.

Kozonséges tortek esetén a tort fogalmanak megismerése utan gondolhatja rosszul, hogy

1 1
273 mivel az egész szamok esetén 7 > 5 Ennek oka: lehet, ha nem foglalkoztak eleget

a fogalom kialakitasaval.

Ugyanigy az %— et kisebbnek gondolhatja pl. a % -nal, mert abban nagyobb szamok
. . 2 24
vannak. Vagy nem ismeri fel, hogy 173
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2. megszokason alapul6 hibak
A szorzas novel, az osztds csOkkent a természetes szamok korében. Ellenérzést kelthet a

gyermekben, ha egynél kisebb torttel szoroz vagy oszt, mert ebben az esetben nem ez

rténik. 6. L _3 illetve 6:1=12
2 2

3. fogalmak tisztazatlan voltabol eredd hibak
A tortek Osszeadasakor a tortet nem egy, hanem két szdmnak tekinti és igy adja Ossze.
A hiba dominans oka, hogy a gyermek ilyenkor nem tortet ad 6ssze, hanem egész szamot.
3 1 2 3

+

pl. 2 + 1_3 422
5 5 10 4 7 11
Mosonyi kisérletében a kiilonbdzé nevezdji tortek 6sszeadasakor sem volt magasabb a
hiba aranya. Ugyanezen az elven alapszik az a hiba, ha a tort szorzasakor bdvitést végez.
2510
3 15
4. hianyos eldéismeretek altal okozott hibak
Természetes dolog, ha egy gyermek hidnyos eldismerettel all egy matematikai probléma
elétt — legyen az 1j ismeret, vagy alkalmazas —, a hidny hibaforrasként fog szerepelni,
akkor is, ha nem értette meg kelldképpen a fogalmat és akkor is, ha nem rogzitett isme-
retr6l van szo.

Ez utan magyar teriileten feledésbe meriilt a hibakutatas. Az elmult évtizedekben szii-
letett meg az igény a matematikatudas ujfajta értékelésére. A korabbi formativ értékelés
mellett megjelent a diagnosztikus értékelés is. Ennek keretében a szegedi mithelyben
kidolgozasra kertiltek a tartalmi keretek a matematika diagnosztikus értékeléséhez. Itt
taldlkozunk ujra a racionalis szamokkal. Nunes és Csapo (2011) vizsgalja az egész sza-
mok és a racionalis szamok korében a kognitiv fejlodést. Tanulmanyuk tobb tertileten
tamaszkodik az elmult években megjelent nemzetkdzi szakirodalomra.

Racionalis hibak

A tanuldk gyakran egy ismeretlen probléma megoldésa soran visszanytlnak egy szamuk-
ra érthetd algoritmushoz. Ilyen példaul, ha a tortek 6sszeadasakor kdzvetleniil 6sszeadjak
a szamlalokat és nevezoket (Silver, 1986). Ezt Mosonyi (1972) a fogalmak tisztazatlan
voltabol eredd hibanak nevezi.
1,12
3 2 5
Az ilyen és ehhez hasonld hibas algoritmusokat hasznalva keletkezd hibakat nevezte
Ben-Zeev (1998) racionalis, észszerl hibanak. Ebben az esetben a tanulok egy helytelen
szabalyt allitanak eld, amit utana helyesen hasznalnak. Ezen hibak megjelenése gyakori.
Ennek oka nem az, hogy a tanarok helytelen algoritmust tanitanak. A tanulok a matema-
tika tanulas sordn hozzdk 1étre sajat szabalyaikat. Schoenfeld (1988) azt feszegeti, hogy
a tanulok esetleg ,,tultanuljak™ a korabbi tanitast? Tovabb altalanositanak az eldzetes
tanitasbol. Példaul a kivonasnal a kisebbet a nagyobbol elvet kovetve hibasan vonnak ki
a tobboszlopos kivonasi probléma esetén is.
63
-29
46
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A tortek helytelen 0sszeadasardl Silver (1986) ugy gondolja, hogy a tanuldk egy hibas

s

reprezentaljak a tanarok a torteket rész-egészként, példaul torta feldarabolasaval. Jelen

esetben az 1 egy két darabbol 4ll6 torta egyik része, az 1 egy harom darabbol 4ll6 torta

2
egyik része. Az 0sszeadasnal gondolkodhat gy a gyermek, hogy két darabom van az

sy

sokszor gépiesen tanitjak és a gyerekek szisztematikus szabalyt keresnek.

Empirikus vizsgalatok eredményei

Ebben a részben olyan kutatasok eredményeit mutatjuk be, amelyek az elmult években
sziilettek. Nemzetkdzi szinten szamos kutatod vizsgalja, hogyan fejlédik a gyermekek
matematikai gondolkodésa. Itt a racionalis szamokhoz kapcsol6dd gondolkodas fejlodé-
sét ¢és a kialakulo hibékat, a hibak forrasaival foglalkozé kutatasokat tekintjiik at.

A racionalis szimok reprezentacioi

Marshall (1993) 6t kiilonbo6z6 teriiletét vazolta fel a raciondlis szamok reprezentacidinak:

(a) rész-egész, ami azt az esetet hangstilyozza, hogy a részt az egész mennyiséggel
hasonlitjuk Gssze;

(b) arany, amiben kiilonb6z6 mennyiségeket mériink ossze;

(c) hanyados, ami kiemeli a folyamatot vagy az osztas eredményét;

(d) mérés; amely a racionalis szam nullatol valo tavolsagat hangsilyozza; és a

(e) miivelet, amely azt a szituacidt hangsulyozza, amiben a racionalis szamoknak, mint a
mennyiségek ndveld/csokkentd szerepe van.

A magyar oktatasi gyakorlatban gyakran az elsd értelmezést hasznaljak, illetve kisebb
meértékben a masodikkal is taladlkozunk. A tobbi értelmezés is megjelenik, de ezek tuda-
tositdsa gyakran elmarad, amely okozhatja azt, hogy a tortek ezen reprezentacidi nem
megfeleld modon alakulnak ki a gyermekeknél.

negyedik osztalyos gyermekek korében végzett racionalis szam-reprezentacio vizsgalata-
ban. A tanulmany az atlagosan, az atlag felett ¢s a kimagasldan teljesitd amerikai negye-
dik osztalyos didkok racionalis szam problémamegoldasat és megértését vizsgalta. Az
eredmények azt mutattak, hogy a kimagasldan teljesitd didkok szignifikdnsan magasabb
pontszamot értek el a problémamegoldasban €s sokkal jobb a racionalis szdm reprezenta-
ciojuk, mint a masik két csoportban. Az eredmények arra utalnak, hogy a sikeres raciona-
lisszam-problémamegoldas 6sszefonodik a racionalis szamok széles korii reprezentacios
tudasaval. Megallapitottak, hogy az amerikai didkok nagy része nem rendelkezik meg-
felelo racionalis szam reprezentacioval és a matematikai reprezentaciok megértése fontos
a matematikatanulasban.

Egy nemzeteken ativel dsszehasonlitdsban (TIMSS) a vizsgélatok megerdsitették,
hogy az amerikai diakoknak altalaban gyenge a racionalis szdm megértése (Mullis és
mtsai, 1997), de kiilonosen, ha a kiilonb6z6 reprezentaciok kozotti kapcsolatokat kellett
azonositani. Ezzel szemben a kiemelkedd teljesitményli nemzetek didkjai, mint a szin-
gapuri vagy japan, rugalmasabban értelmezték a racionalis szamokat (Brenner és mtsai,
1997; Mullis és mtsai, 1997). Ugy latszik, hogy az ott hasznalt tankonyvek gyakrabban
mutatjak meg a racionalis szamok reprezentacioi kozotti kapcsolatokat. Részben ez lehet
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a magyarazata annak, hogy az azsiai didkok miért teljesitenek jobban a nemzetkdzi vizs-
galatokban.

A tanulok megértése novekedett, ha tobbféleképpen tanitottak a torteket, nem csak
rész-egész helyzetben (Moseley, 2005). Az eredmények akkor is javultak, ha a szorzas,
osztast hozzakapcsoltak a racionalis szamokhoz. Ezek alapjan a didkoknak lehetdséget
kell biztositani, hogy tobb szempontbodl vizsgaljak meg a racionalis szamokat, hogy
képesek legyenek olyan rugalmas reprezentaciora, amelyek kulcsfontossagiiak a racio-
nalis szamok megértésében.

A racionalis szam fogalmanak fejlédése

McMullen, Laakkonen, Hannula-Sormunen, és Lehtinen (2015) 3—6. osztalyosok koré-
ben vizsgaltdk a racionalis szamok fogalmanak fejlédését. Szerintiik a racionalis szamok
megértéséhez két dolog sziikséges.

a) A racionalis szamok nagysaganak reprezentacioi, és hogy

b) a racionalis szamok végtelen striin helyezkednek el.

A nagysagi reprezentacios tudas sziikséges, de nem elégséges a siiriiségi fogalmakhoz.
A vizsgalat azt mutatta, hogy csak néhany didknal jelent meg a racionalis szamok meg-
értése, kiilondsen a stirtiségi fogalom.

Annak ellenére, hogy a természetes szamok szdmos tulajdonsagat lehet altalanositani
(Torbeyns, Schneider, Xin, és Siegler, 2015), a racionalis szamok tanulasa ¢s megértése
kihivast és komoly nehézséget jelent a legtobb tanuld szamara. Az egyik probléma, hogy
a természetes szamok nem minden tulajdonsagat lehet kiterjeszteni a racionalis szamok-
ra. fgy a racionalis szamok megértése nem egyszertien a természetes szamok mélyebb
megértése. A racionalis szamok megértése jelentds valtozast jelent a szamfogalomban.
Példaul: a tortszam kisebb részt jelent, ha nagyobb a nevezdje; barmely két szam kozott
mindig végtelen sok szam van; és nem tudjuk megmondani, hogy mi a kdvetkez6é szam
a racionalis szamok sorozataban. Mindezek a fogalmak ellentétben allnak a természe-
tes szamokrol tanultakkal. fgy mély és jelentés koncepcionalis valtozasra van sziikség
ahhoz, hogy teljes mértékben megértsék a racionalis szamok természetét, és ez a valtozas
nehezen megy.

A racionalis szamok tanulasanak egyik problémédja, hogy mig korabban egy szdmot
egyféleképp jeloltiink, most egy szamot végtelen sokféleképp leirhatunk.

0,5=050=0500=.=1_2_3_
2 4 6
A nagysagi problémak abb6l adédnak, hogy mig példaul a természetes szdmoknal
65 > 7 eznem igaz az 1,65 és 1,7 esetén. Itt nem teljesiil, hogy a tobb szdmjegy nagyobb
szamot jelent.

M¢ég komolyabb fogalmi valtozasra van sziikség, hogy a racionalis szamok siirliségét
megérts¢k (Vamvakoussi és Vosniadou, 2004; Vamvakoussi és Vosniadou, 2010). A két
6 kiilonbség a strliségben a szamok sorrendje és a kdvetkezd szam jelenléte. A termé-
szetes szamok kiilonallé mennyiségként vannak jelen a gyermek fejében (Ni és Zhou,
2005). De a racionalis szamok nem egy kiilonallé sorozat. Mig a természetes szdmoknal
mindig meg tudjuk mondani a kovetkezd szamot, ezt a racionalis szamoknal nem tudjuk
megtenni.
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A természetes szamok ¢és a racionalis szamok mentalis
reprezentacioi kozotti kiilonbségek

Van Dooren, Lehtinen és Verschaffel (2015) ugy talaltdk, hogy a tanulok raciondlis szam
megértése nehézségének tobb lehetséges forrasa is lehet. Egy aktiv kutatas kozéppontja-
ban ennek a nehézségnek az egyik kiilonds magyarazata all, a természetes szamok hatasa
(Obersteiner, Van Dooren, Van Hoof és Verschaffel, 2013).

A tanulok implicit vagy explicit mddon azt feltételezik, hogy a természetes szamoknal
megismert funkcidk tovabbra is alkalmazhatok a raciondlis szamoknal. A természetes
szamok korében megismert tulajdonsadgok alkalmazasa a racionalis szdmok esetén hibat
okozhat. Négy f6 teriiletet kiilonboztetnek meg, ahol ilyen szisztematikus hibak jelennek
meg.

Az els6 a racionalis szam nagysaganak meghatarozasa, ami mas elveken alapszik,
mint a természetes szamok esetén. Példaul, amikor két tortet hasonlitunk dssze, mar nem
miikddik a szamlalési szekvencia, amely a természetes szamokra vonatkozik (1, 2,3 ...).
Sok tanul6 feltételezi, hogy amikor a tort nevezdje, szdmlaloja, vagy mindketté novek-
szik, akkor a teljes tort értéke is novekszik.

Masodszor, amikor aritmetikai miiveleteket végeznek racionalis szamokkal, és az varat-
lan eredményt ad. Ilyenkor az als6 tagozaton megtanult tulajdonsagokat probaljak alkal-
mazni, miszerint a szorzas novel, az osztas csokkent. A tortekkel vald szorzas, osztas esetén
nincs igy, ha a tort értéke kisebb egynél. A tortek esetén helyteleniil feltételezik ezt.

Harmadszor, mig a természetes szdmoknak csak egy szimbolikus abrazoldsa van,
addig a racionalis szamoknak tobb (tortek valamint tizedestortek), és az egyes kategoria-
kon beliil ¢ két nagy reprezentacios tipusoknak akar végtelen szamu lehetséges formaja
lehet (pl. 0,75 = 0,750 = 3.5
4 100
latjak a kozonséges ¢és a tizedes tortek kozott a kiilonbséget (Vamvakoussi, Van Dooren
és Verschaffel, 2012).

...). Kimutattak azt is, hogy a tanulok gyakran nem

Negyedszer, mivel a természetes szamok diszkrétek (azaz, meg tudjuk mondani, hogy
melyik szam utan melyik kovetkezik), addig a racionalis szamok végtelen siirtin helyez-
kednek el (azaz nem tudjuk megmondani, hogy egy szam utan melyik kovetkezik). Sza-
mos tanulmany kimutatta, hogy a tanulok nehezen értik meg, hogy a két tort vagy tizedes
tort kozott végtelen sok szam van.

A tortek megértésének kozponti szerepe a matematikai eredményekben

Torbeyns, Schneider, Xin és Siegler (2015) mar korabban emlitett vizsgalatdban nem
csak arra a megallapitasra jutott, hogy a tortek nagysaganak megértése és az altalanos
matematikai teljesitmény Osszefiigg, hanem ez az Gsszefiiggés a tortes miiveleteknél is
megmarad. Ez a kijelentésiik alatamasztja azt, hogy a tortek megértésének kozponti sze-
repe van a matematikai teljesitményben. Tovabba jelzi, hogy a nagysag megértésének
kdzponti szerepe van a numerikus fejlédésben.

A numerikus fejlodés integralt elmélete (Siegler, Thompson és Schneider, 2011) azt
allitja, hogy a numerikus megértést és az aritmetikai készségeket konnyebb elsajatitani az
egész szamok esetén, mint a torteknél. Tovabba a torteknek és az egész szamoknak olyan
fontos kozds vonasaik vannak, amelyek a kiilonbségekben jelennek meg. A didkoknak
mindkét esetben meg kell tanulniuk, hogyan értelmezzék nagysag szerint a szamokat, és
a nagysag szerinti megértésnek kozponti szerepe van az altalinos matematikai kompe-
tenciaban.
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A numerikus fejlodés integralt elméle-
A legiijabb TIMSS mérések meg- te két teriileten kiilonbozik a fogalmi val-

P S ) R tas elméletétdl. Az egyik, hogy elismeri az
dllapitdsa kimutatta (Mullis és egész szam nagysag tudas pozitiv szerepét

misai, 2012), hogy szdmos Rul- tsrtek tanulasaban. A mésodik, hogy az
turdlis kiilonbség van a mate-  egész szam tudds csak egyik forrsa a tortek
matika tanitdsdban és tanuld- ~ #nulasa nehézsegének.

b . . fook A legtijabb TIMSS mérések megallapita-
sdban. A részl vevo 0rszAgor — gy kimutatta (Mullis és misai, 2012), hogy

koztiik Belgium, Kina és az szdmos kulturalis kiilonbség van a mate-
Egyesiilt Allamok — nem csak a ~ matika tanitasaban és tanulsaban. A részt

e _ vevd orszagok — koztik Belgium, Kina és
tandrképzésben, a tapaszialas az Egyesiilt Allamok — nem csak a tanar-

ban, es a karrier elegedettseg- képzésben, a tapasztalatban, és a karrier elé-
ben kiilonboéznek, hanem az  gedettségben kiilonboznek, hanem az isko-
iskolai matematikatanitds meny- lai matematikatanitds mennyiségében ¢és
s606h . 1Gs6o6h .. mindségében is és a tanuldk iskolan kiviili
nyisegeben es minosegeven 1S €S aematikai tapasztalataiban is. S6t, ezek a
a tanulok iskoldn kiviili mate-  kulturalis és oktatési kiilonbségek szorosan
matikai tapasztalataiban is. S61, Osszefiiggnek a 4. és 8. osztalyosok teljesit-
ezek a kulturdlis és oktaldsi ményével a matematika teriiletén.

ktilénbségek szorosan 6ssze-

Jriggnek a 4. és 8. oszldlyosok A tortek tanitisa soran eléfordulé
teljesitményével a matematika hibak attekintése
teriileten.

Ha végigtekintiink az elmult b6 szdz év

kutatasain, megallapithatjuk, hogy mar Beke

Mando (1900) igen jol latta, hogy a hibakkal
foglalkozni sziikséges és a hibak okat illik felderiteniink. O még csupan harom teriiletet
emlit a hibak forrasaként. Mosonyi (1972) mar hat tertiletre bontja a hibak okat. A kdzon-
séges tortekkel kapcsolatban megallapithatjuk, hogy a négy alapmiivelet végzése soran
felmeriild hibakra koherens rendszert dolgozott ki. A miveletvégzés soran elkovetett
hibakkal foglalkozott Silver (1986), aki olyan algoritmus hasznalatat emliti, ami sza-
mukra érthetd, és ezt probaljak ismeretlen helyzetben hasznalni. Ben — Zeev (1998) ezt
racionalis hibanak nevezi. Schoenfeld (1988) pedig azt feszegeti, hogy a gyerekek esetleg
tultanuljak a korabbi tanitast, s ebbdl szarmaznak a hibas algoritmusok. Ugyanakkor a
tort fogalmanak kialakulasaval kapcsolatban megjelend hibak felderitéséhez a legujabb

kori kutatdsokra is sziikséglink van. Megjelenik mar Mosonyindl az a helytelen analo-

gia, amely szerint gondolhatja a gyermek, hogy ! > 1az egész szamokrol kovetkeztetve
7 5

7>5 alapjan. Ez a mai nemzetk6zi szakirodalomban természetes szam hatasként szere-
pel (Obersteiner, Van Dooren, Van Hoof és Verschaffel, 2013). Ennek mar négy hatasat
mutatja be (Van Dooren, Lehtinen és Verschaffel 2015), hogy a torteknél nem miikodik
a szamlalasi szekvencia és a tortek nem diszkrét szamok. Az aritmetikai miiveletek nem
mindig gy mikddnek, mint azt megszoktuk a természetes szamoknal. Példaul a szor-
zas nem mindig novel, az osztas nem mindig csokkent. A torteknek végtelen sok alakja
lehet. Ez utobbi kettét mar Mosonyi is bemutatta, és ugyancsak helytelen analdgianak
illetve a megszokason alapuld hibanak nevezte. Tovabbi jelenkori kutatas azt is feltarta,
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hogy nem csak az probléma a tortek megértésénél, hogy nem diszkrétek, de sokan azt
sem értik, hogy végtelen stirlin helyezkednek el, és nem tudjuk megmondani, hogy mi a
kovetkezd tort (Ni és Zhou, 2005). Az elmult évek kutatdsai mutattak ra arra is, hogy a
torteknek Ot reprezentacidja lehet (Marshall, 1993). Minél tobbféleképp mutatjuk meg a
gyermeknek, hogy mit jelenthet a tort, annal inkabb megértheti a tort fogalmat. Ez a mai
magyar matematikaoktatas feladata lehet. Mar Mullis és munkatarsai (1997) kimutattak,
hogy azoknak az orszagoknak a diakjai (Tavol-Kelet) jobban teljesitenek a matematika
teszteken, ahol tobbféle reprezentacidt tanitanak. Tovabba a kiillonbdzd reprezentaciok
kozotti kapesolatok azonositasa nehéz a gyermek szamara. Novekszik a megértés, ha
tobbféleképp tanitjuk (Moseley, 2005).

A vizsgalat médszerei
A minta

A mérésben 118 6todik osztalyos gyermek vett részt. A minta nagysaganak megvalasztasa
soran figyelembe vettiik Csikos (2009) tanulmanya szerinti ajanlast, miszerint kvantitativ
empirikus kutatdsoknal az optimalis mintanagysag 100 f6 vagy ennél nagyobb legyen.
A korrelacio elméleti értékének becslése ekkora mintanagysag esetén hasznalhato kell6
hatékonysaggal. Tovabba a tobbvaltozds Osszefiiggés-vizsgalatokban minimum ekkora
mintanagysag ajanlott. A fovaros egyik kiils6 keriiletének egyhazi iskoldjabol 3 parhuza-
mos 6todik osztaly 61 tanuloja, akik heti 4 oraban tanuljak a matematikat és semmilyen
szempontbol nem szelektalt gyerekek. Tovabba Kecskemét egyik altalanos iskoldjanak
57 otodikes tanuloja. Itt a két osztaly kozott kiilonbség volt, az egyik osztaly matematika
tagozatos, és heti 5 6rdban tanuljak a matematikat, a masik osztalyt azok alkotjak, akik
nem valasztottdk a matematika tagozatot, 0k normal tanterv szerint haladnak, és heti
négy matematika ordjuk volt.

A mérdeszkoz

A kutatas elsédleges eszkdze egy tudasszintméré teszt volt. Osszeallitasa soran a keret-
tantervi kovetelményeket vettiik figyelembe (OFI, 2012). A cél az volt, hogy olyan
taxonomia rendszert alkossunk meg, amely teljes mértékben lefedi az 6t6dik osztalyos
kozonséges tortek témakort. A mérést egy tesztfejlesztés elézte meg, amelynek célja az
volt, hogy egy magas reliabilitasu tesztet hozzunk Iétre, amely lefedi a kozonséges tortek
témakort. Ezt sikeriilt végrehajtani. A tesztben szerepl6 10 feladat 49 itemet tartalmazott,
a reliabilitasa (Cronbach- a) 0,942 lett, ami megfelel az adott célnak. A feladatok kozott
szerepelt tortek értelmezése, egyenld ¢és kiillonbozd szamlaldju, nevezdjli tortek Ossze-
hasonlitasa, egyszeriisitése, bdvitése, tort helyének megjeldlése a szamegyenesen, tort
atirasa vegyes szam alakban és vissza, tortek nagysag szerinti sorba rendezése, tortes
mértékegységvaltas, tort szorzasa és osztasa egész szammal, tortek és vegyes szamok
Osszeadasa, kivonasa €s egy Osszetett tortes szoveges feladat. Az alkalmazasi kritérium
alacsonyabb kovetelményszintjei jelentek meg a feladatokban. Egyarant talalunk zart és
nyilt feladatokat. A feladattipusokat tekintve zart feladatok kozott talalunk illesztést, rela-
cidvalasztast, feleletvalasztast, sorba rendezést. A nyilt feladatok kozott az atalakitas és
a kivitelezés tobb formaja jelent meg. A teszt felépitése kdvette a tananyag struktirajat.
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Az eredmények bemutatasa
A matematika tuddsszintmérd teszt elemzése

A tesztet 118 tanuld irta meg. Az Osszteljesitmény atlaga 71 szazalékpont (szoérasa
22%) volt. 50% alatt teljesitett a tanulok 18%-a, 50% ¢és 70% kozott a tanulok 23%-a,
70% €s 90% kozott a tanulok 35%-a és 90% felett a tanulok 24%-a. Tehat az eredmények
eloszlasa erésen jobbra tolodott. Ennek magyarazata lehet, hogy nagyvarosok tanul6it
vizsgaltuk, tovabba a tortek témakor olyan alapozd szakaszaban tortént a mérés, hogy
elvarhato, hogy jo eredmények sziilessenek. Minden tovabbi tortes miiveletekben vald
sikeresség kulcsa, hogy megfelel6 legyen az alapok lefektetése.

A feladatok szazalékos megoldottsagat és reliabilitasat vizsgalva azt tapasztaljuk — 3.
tablazat —, hogy harom feladat megoldottsaga van az atlag alatt. Ugyanannak a matema-
tikai struktiranak a feladatta alakitdsa tobbféle formaban lehetséges. A tesztben voltak
formalis kivitelezésti és szovegbe oltoztetett feladatok is. A legnehezebbnek a szoveges
feladat bizonyult, aminek igen magas a reliabilitdsa. Ez az eredmény &sszhangban all
Csikos és Kelemen (2009) tanulmanyaval, amiben a feladatok nehézségének megitélését
vizsgaltak, és a szovegbe Oltoztetett feladatot nehezebbnek talaltak az 5. osztalyos gyer-
mekek ugyanazon feladat aritmetikai alakjahoz képest. A masodik legnehezebb feladat a
mértékegységvaltas volt. Tudjuk, hogy igen sok problémat okoz a tanuldknak, és a nem
kedvelt feladatok koz¢ tartozik. A mértékegységvaltas a természettudomanyok elsajatita-
séban is alapvetd jelentdségli (B. Németh, Korom és Nagy, 2012), ezért ennek vizsgalata
is figyelmet érdemel. A harmadik legnehezebb feladat, amely megoldottsdga még az
atlag alatt volt, a kilencedik feladat, amely 11 olyan itemet tartalmazott, amelyek for-
malis kivitelezéstiek. Egyenlé ¢€s kiilonb6z6 nevezdji torteket €s vegyes szamokat adtak
Ossze és vontak ki. Legtdobben az egyenld nevezdjii tortes miiveleteket tudtak megoldani.
Ha kivonas szerepel a miiveletsorban, még a kdzos nevezdére hozas sem olyan sikeres,
mintha egy 0sszeadast tartalmaz6 miiveletsorban szerepel. Vegyes szamot tort alakba a
gyerekek alig tobb mint fele tud atirni. A feladaton beliil a legnehezebbnek a vegyes sza-
mokkal végzett kivonas bizonyult.

3. tablazat: A tudasszintmérd teszt feladatai nehézség szerint

Feladat Megoldottsaga (%) Reliabilitasa
2. tortek Osszehasonlitasa 83,55 0,660
5. vegyes szam atirasa tortté és vissza 82,03 0,803
1. tort értelmezése 81,36 0,634
8. tort szorzasa €s osztasa egész szammal 80,50 0,143
3. tort egyszertsitése, bovitése 80,00 0,839
6. tortek Osszehasonlitasa, sorképzés 79,94 0,620
4. tort helye a szamegyenesen 78,13 0,852
9. tortek Osszeadasa és kivonasa 63,55 0,907
7. mértékegységvaltas 58,05 0,809
10. Osszetett szoveges tortes milvelet 48,51 0,995

Ha a teszt Osszpontszamara ¢€s a teszt feladataira regresszidanalizist végziink, akkor azt
kapjuk, hogy a tiz feladatbol nyolc feladat adja a megmagyarazott variancia 94,1%-at.
Ezta 4. tablazatban lathatjuk. A harom legnagyobb magyarazo ereji feladat a harom leg-
nehezebb is egyben, bar nem nehézségi sorrendben, hanem pont forditva talaljuk ebben
a vizsgalatban.
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4. tablazat: A tudasszintmérd teszt dsszpontszamdaban a feladatok magyardzo ereje

Feladat r s rp rp-100 (%)
9. tortek 0sszeadasa és kivonasa 0,757 0,342 0,259 25,9
7. mértékegységvaltas 0,769 0,193 0,148 14,8
10. Osszetett tortes miivelet 0,698 0,174 0,122 12,2
3. tort egyszertsitése, bovitése 0,732 0,144 0,105 10,5
5. vegyes szam atirasa tortté és vissza 0,717 0,131 0,094 9,4
4. tort helye a szamegyenesen 0,610 0,151 0,093 9,3
2. tortek Osszehasonlitasa 0,691 0,110 0,076 7,6
1. tort értelmezése 0,555 0,080 0,044 4.4
6. tortek Osszehasonlitasa, sorképzés 0,441 0,083 0,036 3,6
8. tort szorzasa ¢s osztasa egész szammal 0,451 0,053 0,023 23
Osszes megmagyarazott variancia 1 100%

A legnagyobb magyarazo erével a kilencedik feladat bir, amelyben egyenl é€s kiilonbo-
70 nevezdjl tortekkel és vegyes szamokkal végeztek dsszeadasokat, kivonasokat. S mint
majd a késébbiekben latni fogjuk, a harom legnehezebb, illetve legnagyobb magyarazo
ereji feladat szolgaltatja a legtobb racionalis hibat.

A tudasszintméro tesztben megjelend racionalis hibak

Mosonyi (1972) helytelentil feltételezett analogianak, Beke (1900) pedig hamis analogia-
nak nevezi, amikor a gyermek egyenld szamlaloju tortek koziil azt gondolja nagyobbnak,
amely nevezdje nagyobb, pusztan azon tulajdonsag alapjan, amit a természetes szamok-
nal megismert. A nemzetkozi szakirodalomban Torbeyns, Schneider, Xin, és Siegler,
(2015) is kiemeli, hogy ha nagyobb szamot lat (a nevezdben), nagyobbnak gondolja.
Relaciovalasztassal dontotték el a gyerekek, hogy melyik a nagyobb, helyteleniil:

T B

A rossz valaszt adok teszteredményének atlaga 24,93 pont az elérheté 49-bol. Koztitk
talaljuk szinte az Gsszes nagyon gyengén teljesité tanulot. Tobbségében 20 és 35 pont
kozott teljesitettek. Van tovabba 3 olyan gyermek, aki egyenlének gondolja ezeket a tor-
teket. A szakirodalom ilyet nem emlit, de ha Mosonyi (1972) hianyos eléismeretekbol
szarmazo hibaira gondolunk, akar gondolkodhatott Gigy is, hogy egyenldé szamlalokat 1at,
akkor egyenldek, hiszen igy hasonlitunk 6ssze egyenld nevezdjii torteket. A szabalyt nem
tanulta meg alaposan. Ehhez az itemhez kapcsolddik a 6. feladat harmadik iteme, amely-
ben torteket allitanak nagysag szerinti sorba, és ott egyenld szamlalo szerint sziikséges
hasonlitani. A 26 helytelen valaszt ado koziil 17-en ezt is elrontottak. Mindannyian 35
pontnal kevesebbet értek el a teszten, vagyis 6k gyengébben teljesitenek, és valoban nem
tudnak egyenld szamlaloju torteket dsszehasonlitani. A tdbbieknél lehetséges figyelmet-
lenségi hiba, vagy bizonytalan még a tudasuk. 6

A masodik feladat 6todik itemében azt vartuk, hogy felismeri, hogy = =—. Mindkét
hibas valasz eléfordult, de tobbségében gy gondoltak, hogy 4
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A helyteleniil alkalmazott analogia alapjan azt gondoljak nagyobbnak, amely nagyobb

szamokat tartalmaz. 30-an adtak rossz valaszt, és ebbdl 21-en a 3 < 6 relaciot valasztot-
4 8
tak. Mindannyian 30 pontnal kevesebbet értek el a teszten. Nunes és Csapo (2011) szerint

donto fontossagu a tortek 0sszeadasa, kivonasa szempontjabol, hogy a gyerekek értsék,
hogy a kiilonb6z6 alaku tortszamok azonos mennyiségeket fejeznek ki. Tovabba a nem-
zetkozi kutatasok azt mutatjak, hogy a tortek ekvivalencidjanak megértése nem minden
tanuld szamara konnyl (Behr, Wachsmuth, Post és Lesh, 1984; Kerslake, 1986). A fen-
tiek szerint feltételezhetjiik, hogy a racionalis hiba megjelenése 0sszefiigg a gyengébb
teszteredménnyel.

Az 6todik feladatban egynél nagyobb torteket irtak at vegyes szam alakba és vegyes
szamot tort alakba. Azt vizsgaljuk, hogy a vegyes szamot értelmezi-e valaki tgy, mintha
szorzasjel lenne az egészrész €s a tortrész kozott, azt az analogiat kdvetve, amit az algeb-
rai kifejezéseknél, ha nem irunk semmit, akkor az szorzast jelent. Megjelent ez a hiba is
mindkét item esetén.

5 #8 2 @
4> = — 1= —
8 & 7 F

Tovabba volt, aki tudta, hogy az egészrészt ¢s a tortrészt 6ssze kell adni, de a tortet nem
kiilonboztette meg az egésztdl. Igy az alabbi hibak sziilettek:

8 9 =%
Mindossze négy ilyen dolgozat volt, amikben ezeket a hibakat felfedeztiik. Jellemzden
egy-egy hibaval. Egy gyermeknél jelent meg ugyanaz a hiba két item esetén. Az elért
pontszamaik: 21; 26; 27; 27.

A hatodik feladatban nagysag szerinti sorba rendeztettiik a torteket. Az Gsszehason-
litast egyenld nevezdjl, egyenld szamlaloju illetve egynél kisebb €s nagyobb tdrtek
esetén vizsgaltuk. Kilenc olyan tesztet talaltunk, amelyekben pont forditott sorrendben
szerepelnek a tortek nagysag szerint. Nekik a tortek nagysaganak értelmezésével vannak
problémaik, ahogyan ezt Van Dooren, Lehtinen és Verschaffel (2015) emliti.

pfo
,

Marshall (1993) 6t teriiletet emel ki, ahol a torteket értelmezi. Ezek koziil az egyik a
mérés, ahol a tort 0-tol vald tavolsaganak megértését varjuk a gyermektdl. A negyedik
feladatban ezt vizsgaltuk. Moseley és Okamoto (2008) szerint a sikeres racionalis szam
problémamegoldés dsszefonddik a racionalis szamok széles korli reprezentacids tudasa-
val, amelyben ez a teriilet is szerepet jatszik.

a) b) c)
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A feladat 6t itemébdl az elsé haromnal a tort nagysagat kérdeztiik. 17 olyan tanulot
talaltunk, akik egyik tort értékét sem tudtadk megmondani. A teszteredményiik atlaga 23
pont. A feladat negyedik és 6tddik itemében a 0 és az 1 helyének megjeldlését kértiik. 19
olyan tanuld van, aki sem a 0 sem az 1 helyét nem tudta jol megjeldlni a szamegyenesen.
Az 0 teszteredményeik atlaga 24,5 pont. Tovabba 11 olyan tanuld van, akik mindkét
teriileten sikertelenek voltak. Az 6sszes leggyengébben teljesité tanuld szerepelt mindkét
hibat elkovetdk kdzott. Természetesen egy-egy itemet 1ényegesen tobben rontottak el, de
ezeknél a tanuloknal feltételezziik, hogy valéban nem értik a tort 0-tol vald tavolsagat,
illetve az egység fogalmat. Beigazoldodni latszik Moseley és Okamoto (2008) allitasa ezek
kozott a gyerekek kozott is.

A hetedik feladatban mértékegységvaltast végeztettiink. Beke (1900) szerint az érte-
lem nélkiili mechanizmusnak tudhat6 be, ha a gyermek nem tudja, hogy a valtoszammal
szorozni, vagy osztani kell. A feladat harmadik és negyedik itemében fedezhetiink fel
ilyen hibat.

‘{U

i num:mnm d} ]‘w g = enesisees

¢)1dl =

20 ilyen tanulot talalunk, tobb esetben mindkét itemet ilyen modon rontottak el. Az atla-
gosan vagy kicsivel az atlag felett teljesitd didkokra volt jellemz6 ez a fajta hiba. Az
itemek megoldottsadga l1ényegesen alacsonyabb, 60% és 51% volt.

Mosonyi (1972) a fogalmak tisztazatlan voltabol eredd hibanak nevezi, ha a tanul6 a
torteket Gigy adja Ossze, hogy a szamlalot a szamlaloval, nevezot a nevezdvel. Ilyenkor
nem egy, hanem két szamnak tekinti a gyermek a tortet. A kovetkezd tesztrészletben
nem csak az 0sszeadasokban, hanem a kivonasok esetén is megjelenik a hiba, keveredve
azzal, amit Schoenfeld (1988) emlit, hogy a korabbi ismereteibdl tigy altalanosit, hogy a
nagyobb szambdl vonja ki a kisebbet. Hat olyan tanul6t taldlunk, akiknél egy-egy item-
nél jelenik meg ilyen hiba, illetve két tanuld van, akinél az egész kilencedik feladaton
végigvonul ez a racionalis hiba. A teszten nyujtott teljesitményiik nagyon gyenge (10 és
11 pont).

17426%(1
3

4,2
15 15 15 &5 53

+ 2.5 % 21-13=5€
=5 7
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A szdveges feladatban talalkozhatunk a kovetkezé hibaval.

10. | Martonék a nyaraléjuk kertiének egy részét szeretnék tjra fivesiteni,
Hérom darab fél kilogrammos és egy darab negyed kilogrammos fiimagot vasaroltak.

—
—

Osszesen hany kilogramm fiimagot véasaroltak Martonék? Af '\ Y
Eredményedet szamitissal igazold! L’

.l:)—
C‘,
Beke (1900) ezt olyan tipikus hibanak nevezi, amit hamis analogia alapjan kovetnek el,
amlkor a tanulo6 1 kg termék arabol ugy kovetkeztet > kg arara, hogy az 1 kg arat eloszt-

—del A hiba onnan ered, hogy 41‘ kg arat ugy is megkaphatta korabban, ha az eredeti
arat osztotta néggyel. Ebben a feladatban a gyermek komoly szovegértési problémaval is
kiizd. A feladat szovegében valoban megtalalhatd a ,,harom” és a ,,negyed” szo6. A fenti
moddon hamisan kovetkeztet, de hogy mire, az nem deriil ki.
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Az elsé feladatban a tort nagysagat abrazoltattuk. Egy gyermeknél tapasztaltuk, hogy
egyaltalan nem alakult ki nala a tort fogalma. Tovabbi 4 tanulonal tapasztaltuk, hogy
egy-egy itemnél nem sikeriilt a tort nagysaganak abrazolasa, és ehhez hasonld hibat

3
kovettek el. A bemutatott példaban a |, -et Gigy értelmezi, hogy 3 darab 12 egységbdl

allo rész. Az %-et 5 darab 4 egységbdl allo részként abrazolja. Kiilonb6zo szineket hasz-
17
nél. Valosziniileg ez akadélyozta meg a 3, dbrazolasakor. Akar még jol is sikeriilhetett

volna ez neki, ha nem ragaszkodik a 17-:36 egységhez.

1. | A bekeretezett nagy négyzet az egység. Szinezd ki a tortrészeit!

Il -

3 i
12 36

5
4

A nyolcadik feladatban tort szorzasa és osztasa tortént egész szammal. Mindkét esetben
eléfordult, hogy szorzas illetve osztas helyett bovitést végeztek. Hat ilyen esetet figyel-
hetiink meg a tesztek kozott. Ebbdl egy tanulo mindkét hibat elkovette, a tobbiek egy
kivételével az elsot.

2 6 5 20

L322 : 242y

- 21 illetve n 4 2
Ezt Mosonyi (1972) a fogalmak tisztazatlan voltabol eredé hibanak nevezi.

A tort osztasanal eléfordult az a hiba is, hogy a tdrt nevezdjét osztottak el, Mosonyi

(1972) szerint a tudatositas hianya miatti helytelen analégia okozza.

:4=i
2

| W

14 olyan tanulot talaltunk, akik ezt a hibat kovették el. Kozepesen illetve jol teljesitettek
a teszten. Felszinesen tanultdk meg a szabalyt, a tudatositas elmaradt.

Osszegzés

A szakirodalomban bemutatott valamennyi racionalis hibara talaltunk példat a mérés
soran, annak ellenére, hogy 0sszességében jo eredmények sziilettek a teszten.

A racionalis hibakat elkdvetd gyerekekrol azt feltételeztiik, hogy a teszteredményeik
gyengék lesznek. A hibak legnagyobb részét elkovetd tanuldk gyengén vagy kdzepesen
teljesitettek. Egyes hibak csak néhany tanulonal fordultak eld. A legtobb racionalis hibat
ado feladat a mértékegységvaltas volt. 20 olyan tanulot talaltunk, aki nem tudta, hogy a
valtéoszammal szorozni vagy osztani kell. Két olyan hiba jelent meg, ami a jol teljesitd

tanulokra jellemz6. Az elsé hiba nem keriilt emlitésre a szakirodalomban, viszont hatan

elkovették: . % - 2io Néluk valosziniileg mér rogziilt a szabaly, hogy a tort szamlalojat
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¢és nevezdjét ugyanazzal az egész szam-
mal szorozzuk vagy osztjuk, de nem vették
észre, hogy az egyik esetben osztottak, a
masik esetben szoroztak. A masik hiba,
amit a kdzepesen és jol teljesité tanulok
kovettek el, amikor tortet osztottak egész
szammal, a nevezOt osztottak el. A racio-
nalis hibakat elkovetd tanulok jelentds
része valdban gyengén teljesitett a teszten.

Jelen kutatds nagyon kis szeletét tarta fel
a matematikaorakon eléfordulé raciona-
lis hibaknak. Csupan a kdzonséges tortek
korében, elsésorban 5. osztalyban el6for-
dul6 hibakra 6sszpontositott. Tobb irany-
ba folytathat6 a vizsgalodas. Gylijthetiink
tipikus hibdkat a matematika mas téma-
koreiben, mas évfolyamokon, longitudina-
lis vizsgalatokat indithatunk egyes hibak
valtozasanak nyomon kovetésére. A papir—
ceruza modszer mellett alkalmazhatjuk
a kikérdezést, hogy mit gondolt, amikor
valamilyen racionalis hibat elkovetett. Igy
feltarhatjuk, hogy a kiilonboz6 reprezenta-
ciok hogyan alakulnak ki a gyermek fejé-

Ha arra téreksziink, hogy gyer-
mekeink minél jobb eredményt
érjenek el a matematikdaban,
akkor meg kell keresniink az
dltaluk elkévetett hibdk forrdsdit,
és az oktaltds sordn nagyobb
figyelmet kell szentelniink arra,
hogy megfelel6 mentcdlis repre-
zentdciokat alakitsunk ki. Ha
tisztaban vagyunk azzal, hogy
milyen helytelen kovetkeztetése-
ket tehetnek gyermekeink, akkor
a hibdkat észrevehetjiik, és hate-
konyabban javithatjuk, ezdltal
a késobbiekben jobb eredmeény
elerésere lesznek képesek.

ben. Ha arra téreksziink, hogy gyermekeink minél jobb eredményt érjenek el a matemati-
kaban, akkor meg kell keresniink az altaluk elkdvetett hibak forrasat, és az oktatas soran
nagyobb figyelmet kell szentelniink arra, hogy megfelelé mentalis reprezentaciokat ala-
kitsunk ki. Ha tisztaban vagyunk azzal, hogy milyen helytelen kovetkeztetéseket tehet-
nek gyermekeink, akkor a hibakat észrevehetjiik, és hatékonyabban javithatjuk, ezaltal a
késébbiekben jobb eredmény elérésére lesznek képesek.
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