Halmazokrdl, kombinatorikarol
jatékosan
KOVACS ZOLTAN

Ajanlom ezt az irast azoknak, akik 9-16 év kozotti gyerekekkel foglalkoznak és
| kezlk alatt tehetséges fiatalok is vannak; akik a tandrai foglalkozast magatol

értet6dé modon toldanak meg szakkoérrel; akik a néhany, kézpontilag (20 éve!)
kaldott taneszkozt mar unjak; akik cselekvéen nyitottak ujabb mddszerek irant;
akik nemcsak a matematika egyes témakorei kozotti, hanem a tantargyakat
elvalasztd hatarokat is atjarhatonak vélik (pl. matematika-rajz-technika), akik a
manualis munkatdl sem idegenkednek (legalabb is négatjak kérnyezettket tan-
szerek tervezésére, keészitésere), akikkel elébb-utobb 6sszejévink, hogy kol-
I csonosen tanuljunk egymastol.

A logikai jaték néven ismert tanszer sokoldaluan hasznalhat6 az iskolaban, kizaro-
lagos alkalmazasa azonban szegeényiti a gondolkodast. Vegyuk kritikusan szemugyre
ezt ataneszkdzt. Mar a neve sem szerencsés, mert tul altalanos. Tulajdonsag lapoknak
vagy ilyesminek kellene hivni. A figurdk négyféle szempont szerint osztalyozhatok.

Szin szerint négyfélék. Alak szerint: haromszdg, négyzet, kor. (Szerencsésebb, mint
a Roméniaban hasznalt Joc de logica mern abban példaul négyzet mellett “téglalap”-
nak mondott is van. Ezeket megkulonboztetve(!) sajnos pofont adunk annak a szivés
tanitdsnak, miszerint a négyzet is téglalap.)

mPNC

Feliilet szerint ilyesféle megfeleltetés kellene: fényes — matt, sima — barazdal,
ricskos. Helyette a gyermekded lyukas — nemlyukas a valaszték. (Tulajdonképpen
lyukdalt azaz perforalt lenne, csak a gyéartas miatt egy lyuk lett a sok kicsi helyett.)

Nagy — kicsi, mondogatjuk a nagysag szerinti megkulénbdztetéskor, pedig a "nagy”
tulajdonképpen “nagyobbat” jelent most, tehat nem tulajdonsagot, hanem relacict!
(Nem &rt ezt a taniték korében is tudatositani. Persze hozza lehet szokni a kétféle
mérethez, de akkor is jogos a k6tdzkddes.)

Annyira megszoktuk ezt a tanszert, hogy nehéz gydkeresen mast elképzelni. (A
tanitéjeloltek elsé évfolyamon szorgalmi feladatul kapjak, hogy tervezzenek, készitse-
nek masmilyen logikai készletet. Sajnos, tébbnyire naiv dolgok szuletnek.)

49




KOVACS ZOLTAN

Valami mas

Miel6tt tanftvanyaink kdrében a halmazmuvelstekkel foglalkoznank, érdemes bemu-
tatni kettd, hdrom, négy halmaz egyméshoz vald viszonyat. Erre és a hozzakapcsolo-
dé kombinatorikai meggondolasok szemilélietésére szolgal a cimerjaték nevu tansze-
rem. Megtervezéséhez Dienes Zoltan 1972-es budapesti tanfolyama adta az inspiraci-
6t. Az alapétletet tovabb fejlesztettem a motivumok gondos megvalasztasaval eés a
hordoz6lapok igényes kidolgozasaval. Tanftvanyaim segitsegével tobb szériat készi-
tettem, médszertani 6rdkon rendszeresen hasznaljuk Oket, és gyujtjuk a készlettel
kapcsolatos Ujabbnal Ujabb feladatokat! Szivesen veszunk minden Gtletet a tanszer
alkalmazéaséra. (Ezuton kdszdndbm Fdldvari Vera hasznos megjegyzéseit is.)

Kulén felhivom az igényes olvasoé figyelmét a készlet szukitésére, bovitésére, formai
variansokra, a harmadik dimenzié meghdditasara.

A lapok 8 x 8 cm nagysagu, 5 mm vastag furnirlemezek. Kissé kerekitett a két alsé
sarka mindegyiknek, hogy cimerre emlékeztessenek. (A pajzs also csucskerdl le kell
mondani, hogy a lapok egymason elcsusztathaték legyenek.) ElsGként helyes allasba
kell forgatni az asztalra dmlesztett cimereket.

A motivumok a kdvetkezlOk (j6l pattogd egytagu szavak): nap, hold, bard, kard.
Betlivel hivatkozunk rajuk: N, H, B, K. Van tdbb olyan cimer, amelyen két motivum
talalhatd; néhanyon harom, masokon csak egy. Az egyik cimer pedig ures (csupasz,
jeltelen), biztosan tévedésbdl (1) kerult a készletbe.

|

A lapokra a figurakat égetéssel rajzoltuk majd szineztik: a felkel6 nap narancs
sziny, a sapadt hold citromsarga, a bard pengéje acélkék, a kard markolata zdld.
KésObb a gyors rendezésben, ellenérzésben a szinek sokat segitenek.

A lapok egymashoz vagy asztalhoz Utddve csdrbognének, csattognanak, ezén a
pajzsok hatuljara poszté utanzatu muanyagot ragasztottunk. Az elSlap lakkozott.

A tanitasi gyakorlatban el6sz6r minden eszkdzt gy hasznél a gyerek, ahogy akarja.
Semmilyen szempontot nem adunk. Szeminariumokon a tanitéjeldltek kdrében is igy
szoktam. Elvarom, hogy mindenki talaljon a készlettel kapcsolatban 3-4 &tletet. A
szellemeseket Ora végén 6sszegyljtve, 6-8 féle is adddik. (Megjegyzés: Nem szuksé-
ges minden lapot mindig felhasznaini.)

Altalaban a kovetkez6 jatékszabalyok fogalmazédnak meg:

1. Kivalasztom a napokat (helyesen: a napokat is tartaimazé cimeket) egy kupacba,
a tobbivel nem téré6dém.

Kérdés: Hany nap-os van? Nyolc. (Tegyuk vissza 6ket. Keverjik meg. Ha valaki a
kardosakat gyuijti?! Az is 8 darab. 8 nap + 8 kard + 8 bard + 8 hold, az 32 lenne.
Ugyan, szamoljuk meg a készletet! Hoppa: csak 16 darabos!

2. Kivalasztom a két égitestet. (Helyesen: azokat a cimereket, amelyeken nap vagy
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— megengedden értve — hold lathatd.)

Megjegyzés: A motivumok felér6l van sz6, mégis a cimerek 3/4-része esik gydujto-
kGrunkbe!

3. Csatarlancot készitink. Bard, kard, hold, nap az elsé négy lapon, majd a sok
kétmotivumos, azutan a harmasok, végul a négy jelképet tartalmazé egyetlen pajzs
zarja a sort.

Kérdés: Ne csapjuk az ures cimert a sor végéhez? Vagy azzal kezdjlk a lancolatot?!

4. Kovetkezzék most a motivumok szama szerinti rakosgatés. Tordeljuk eszerint

sorokba a lancolatot: az egyfiguras lapok alkotjak az elsd sort. Célszerd valamilyen
sorrendben megallapodni!

Mi a nap, hold, bard, kard sorrendben a rendez6 elv? Példaul az id8. EI&Gbb volt a j6
dreg Napunk, kés6bb a Holdunk; barddai (baltaval) talan régebben ugranak egymas-
nak az emberek, mint karddal.

Ha ezt elfogadjuk, akkor hogyan alakul a kétfiguras cimerek sorrendje a kovetkezb
sorban? Ahogy kombinatorikaban tanultuk balrél; (betdt hasznalva roviditésul) N-hez
H, majd B, végul K. Azutan atteszem a bal kezemet H-ra, ehhez (jobb kézzel mutatva)
B, majd K. Es igy tovabb. Tehat NH, NB, NK; HB, HK; BK a (hatféle) helyes sorrend.

Emlékezzunk: négy kdzull kell kettot kivalasztani! A sorrend nern szamit, hiszen pl. hold
és kard vagy kard és hold ugyanazt a cimen jelenti. Tehat kombinacioré/ van sz6, négy
alatt kettd - azaz hat. Mennyivel hangulatosabb igy, jaték révén megkapni ezt az
eredmeényt!
1]« ][4 oooooo
™ 0000

A haromfigurasokat, ha harom keztink lenne, hasonléan lehetne sorba rakni. Balrdl
fixdlom a N-ot, H-at, ezekhez B majd K jon: NHB, NHK. Legyen N még fix, a H-rdl
viszont jobbra, B-re tevddik at az ujjunk: NBK. Végul N-rél jobbra mozdul a kezunk
H-ra: HBK. Tehat négy ilyen cimer van: NHB, NHK, NBK, HBK.

Ujités: egyszerubb arra figyelmi, hogy melyik figura maradjon ki! Sorban a K, B, H,
N. A kézismert kombinatorikai tényt kaptuk: (g) = (‘1‘)

A Pascal-haromsz0g szimmetrikus.

Azt, hogy hany darabos a készlet, alkalmas jelOlés révén is megkaphatjuk.
Minden cimerlap esetében irjuk le mind a négy betdt, majd tegyink vonast az
egyes betlk folé, ha az hianyzik a pajzsrol. A négyfigurastol az Uresig haladva a
sorrend igy alakul:

NHBK; NHBK, NHBK, NHBK, NHBK;

NHBK...; NHBK...; NHBK

Azaz 1+4+6+4+1 = 16. Ezt az szamot rovidebben is kiokoskodhattuk voina: az
NHBK rendezett négyes elsd betlje folé teszek vonast vagy sem. A masodik betdnél

szintén megvan e két lehetdség stb. A figgetlen lehetéségszamok dsszeszorzédnak:
2x2x2x2 =16.

51



KOVACS ZOLTAN

5. Osszetevds tablazatok. A felsé vizszintes margén legyen a két égitest, a bal szélén
a két fegyver. A négy belsé mez8be az "Osszeadas” szabalya szerint kertlnek a

kétfigurasok.

Tovabb folytatva, a gondolat ugyanaz, de mar a margon is térténik ésszeadas.
Minden cimernek van helye: a jobb alsé mezdbe jut a 4-figuras, az ures pajzs pedig a
+jel helyére illik tartalmilag.

6. Az egy sorba rendezett egyfiguras cimerekhez szarmaztatas szerint nem lehet
ugyesen mellétenni a hat darab kétfigurasat. Helyezzuk ezérnt a négy egyfigurasat egy
nagy négyzet sarkaiba, és probalkozzunk.

Megoldas: A kétfigurasok kdzul 4-nek az oldaifelez6 pontokban van a helye. A két
atlo felezGpontjai viszont egybeesnek. Nincs mas, ki kell Iépni a sikbél. Némi talalé-
konysaggal a haromfigurasokat is elhelyezhetjuk. A négyzet valamelyik sarkan kivul
azt, amelyik az illetd két oldalon levé 3 csucs Osszegét jelenti. (Csak az Ures és a

telifiguras pajzs maradt ki.)
(H)
u.az

=
B R e e

7. Az eddigi Otletekben mindig szimmetria uralkodott. Keressuink most olyan kira-
kast, amelyben némi aszimmetria is van.

(Legutébb Boes Thomas lIl. éves hallgatonk talalt megoldast.) Egyenl&széard kereszt
a forma. A négy ag végén a négy egyfiguras indit. (Figyeljik itt az 4bréan pl. a kardot
jelentd K betit.) A K mellé jon egy Uj figura, igy haladunk a centrum felé. Ahhoz egy

harmadik motivum. Kézépre ilyen logikéaval a négyfiguras cimer kertil. Ugyanebben a
sorban jobbrdl inditva viszont csak 5 db N pajzs talalhaté!
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Hasonl6an a fuggdbleges agakban 6 db Holdas és csak 5 db Bardos cimer adodik.
Itt az aszimmetria! S6t a kimaradt lapok is furcsak: az ures mellett a NB-s €s a NH-s
cimer!(?)

8. Igen tanulsagos a kdvetkezo feladat. (Ezt mar tdbbnyire sugalmazni kell, maguk-
t6l nemigen talalnak ra az emberek.) Mivel 16 darabbdl all a készlet, rendezzuk el a
cimereket egy 4 x 4-es négyzetben. Tegyuk meg, eldszér semmi rendet nem tartva.
Fogalmazzunk szabalyokat. Legyenek a felkel6 Napok az alsé két sorban, hogy
Venn-diagram mddjara korulkanyarithassuk 6ket. (Néhany cserével elérhetd.) Hason-
|6 a kivanség a tébbi figuraval kapcsolatban is.

Legyenek a Holdak pl. a két felsd sorban... Nem lehet, mert van NH-as figura (tobb
is)! Ugyanaz a probléma, mint amikor a piros illetve a haromszdgletu logikai lapokat
kuldn korbe akartuk betenni. Nyilvan metszetet kell alkotni, ami most a masodik sor
lesz. A Holdak tehat a masodik és harmadik sorban helyezhetOk el egy-két csere aran.
Korl lehet 6ket venni egy képzeletbeli zsindrral.

Folytassuk! Legyenek a Bardok a két alsé sorban... Nem megy, mert... A két k6zépso-
ben! Az sem lehet, mert... A két felsében! Ugy sem sikertil. Elhelyezhet6k viszont az elsé
és a masodik oszlopban. Vegyk korul az ujjunkkal. A Kardokat ugyanilyen gondolattal a
masodik és harmadik oszlopban helyezhetjuk el csereberékkel.

Egy gyors ellen6rzés a szinek segitségével: elég csak a nyolc Nap narancsszinu
foltjat figyelni, a nyolc Hold sépadt sargajat, a Bardok acélkékjét, majd a Kardok zold
markolatat.

Takarjuk le gyorsan valamivel a kirakast! Hol van az dres cimer? K&nnyd kibdkni a helyét.
Hol van & négyfiguras pajzs? (Szokésos valasz, hogy az atl6 masik vegeben, de nem
igaz.) A korrigélt felelet az, hogy kdzépen. Igen am, de a 4 x 4 cimernek nincs k6zépme-
z6je. Ha gondolatban felrajzoljuk a négy “romanstili ablakot”, akkor nyilvanvalo, hogy a
2. sor és 2. oszlop keresztez6désében van a négyfiguras. Készitsunk egy 4 x 4-es
négyzetet, és irjuk fel, hogy hanyfigurés cimer kerilt az egyes mez&kbe. Az elébb emlitett
atléra szimmetrikusan szelyezkednek el a szamok. Rajzoljuk le a négy halmaz altalanos
esetét szemléltetd szokasos négy “romanstili ablakot” és vessik 6ssze a ket rajzot.

Hol az Ures pajzs helye? Hol vannak az egyfigurasok, hol a 6 db kétfiguras stb.?

Allitsuk el6 a Pascal-hdromszég negyedik sorét! Mit jelent készletinkben a két 1-es a

A
A A
1 2 4
Abiupsd: neoi3idi4
A @ 6 4 4
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széleken? Azt, hogy ures illetve négyfiguras cimer csak egy-egy van. A két 4-es?
Valasz: Négy kozll egyet vagy harmat kivalasztani egyforman négyféle képpen lehet.
Mutassuk meg a kirakasban és az abrakban az egyfiguras illetve haromfiguras pajzsok
helyét!

Ennél sokkal tobb feladat megfogalmazhaté ezzel a 16 darabos készlettel. Tessék
hozni olyat, amilyet eddig még nem talaltunk meg. (Nem kell mindig minden figurat

felhasznaini.)
Mindig hasznos, ha egy jaték variansaival is foglalkozunk. Négy figura...? Eléged-

junk meg csak harommal. Kapkodjuk ki a kardokat! Marad N, H, B motivum. Nyolcda-
rabosra apad a készlet. Gyorsan veégigfut agyunkban néhany eddigi gondolat: NHB,
NHB, NHB,... Teszek tagadast jelz6 vonaikat a betd folé vagy nem: 2 x 2 x 2 = 8
darabos lesz a készlet. Stimmel!

Az elemek szama szerinti elrendezést az abra mutatja. (A pajzsok sorrendjére a két
k6zeépss sorban most is vigyazzunk.) A Pascal-haromsz6g harmadik sorarél van szé.
Harom halmaz altalanos esetében Venn-diagramjat kell felrajzolnunk.

Az OsszetevOs tablazat most nem négyzet, hanem hosszukas téglalap lesz. Rakja ki
a tisztelt olvaso a 6. és 7. pont alatt leirt feladatok megfeleldjét is!

Prébaljuk meg a 8. pontban leirt kirakéast! Milyen nagy Ur a megszokas: most is
négyzetbeli sorokban, oszlopokban gondolkodunk... De a 8 nem négyzetszam! Gon-
doljunk viszont a harom halmaz kdreire. (Célszerd most kerek pajzsokra rajzolt figuréa-
kat hasznalni, hogy semmilyen iranyt ne sugalmazzanak!)

Készitsink tehat olyan kirakast, amelyben az egyes motivumok Venn-diagramm
md&djara korulkanyarithatok! Alabb, balra egy megoldds, amelyben mind a nyolc
figuranak van helye, s a kirakas szimmetrikus. A négy B, a négy H négyzet alaku foltot
foglal el. A négy N viszont nem!

A jobboldali megoldasnal mar mind a harom figura azonos (rombusz) alaku foltban
helyezkedik el. Igy viszont az Ures cimernek nincs helye (a sikban). Megjegyzés:
hatszogletl pajzsok szorosan illeszkednének.
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A 8 nem négyzetszam, sajnalkoztunk fentebb. De kébszam! Nem sugall ez valamit?
Igen: egy 2 x 2 x 2 -es kockaban bizonyara okosan elhelyezhetd a nyolc cimer.

(Erdemes irasvetitGhoz hasznalatos f6liabdl 8 db atlatszd, nyithatd fedelu kis kockat
Osszeragasztani. Tegyunk egy-egy ciment ezekbe, és épitsuk fel a 2 x 2 x 2-es
bemutatd box-ot.)

Tervezzuk el: alulra keruinek majd a napok, a homlokzati részbe a holdak, baloldalra

L ~H L /\

T e et s A

pedig a bardok. Viccesen igy csinalhatunk szamadast: négy nap, négy hold, négy bar,

az uressel egyutt 13.(!)

Kitéré: Egy fémipari ember rendet akar csinalni a csavarjai kézott. Hosszuk szerint mondjuk
20, 25, 30, 40, 50 mm-eseket talal. Anyaguk (feltletkezelésik) szerint pedig vas, réz, horganyzott
adddik. A teljes rendet egy 5 x3 = 15 mezdbdl allé ugynevezett Caroll-diagram fejezi ki. Minden
csavarnak egyértelmd a helye?

CaSHAR/A IR HORIG

llyen kétszempontos felosztast erdltettiink volna a cimerekre is, de természetesen nem ment.
(Egyszempontos osztalyozasra viszont j6 példa a motivumok szama szerinti sorokba rendezés.

Lasd a 4. pontot.)

Az atlatsz6 kis kockakba aprd targyak is tehetOk, ezért hasznosak. Sok darabot
készitve haromszempontos (térbeli) Caroll-diagramot szemléltethetunk vellk. A lapos
cimereket egyszerlibben is rakhatjuk a térbe. Atlatsz6 f6lidbol vagjunk 20-22 cm
hosszu 4-5 cm széles csikokat. Helyezziik a 4 db nap-os cimert négyzet formajaban
az asztalra. A csikok besliccelésével alakitsunk ki henger alaku tavtartokat, amelyekre
jén a tébbi négy cimer. Cserékkel érjik el, hogy mind a harom motivumot egyenkent
“k6ral kanyarithassuk”.

A téma ilyetén korbetapogatésa utan az olvasé mar sejti, hogy a szerzével egydtt
milyen hazi feladatot kap. Dolgozzuk ki az étfiguras cimerjaték analog feladatait!
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