Hozzaszolasok

Orém a szerkesztének és vélhetéen hasznara valik az olvasénak, ha hozzaszdlas
érkezik valamely kordbban kézélt cikkhez. Orém a szerkesztének, mert mindsiti
a munkajat: van érdeklédés. Nem csak veszik, de olvassak is a lapot, s6t akad
akit az olvasottak nemcsak véleményformalasra, de tettre is késztetnek és tollat
ragad; vitdba szall vagy helyesel, esetleg kiegészit. Es hasznos lehet az olvasé-
nak, mert feltarulhatnak részletek, felbukkanhatnak ésszefuggések, amelyekre a
szerzé nem gondolt vagy csak 6 tudja, miért nem szolt roluk. Kulénésen igy van
ez akkor, ha a borftékok nem csupan néhany soros hozzafuznivalét hanem szinte |
tanulmanyérntéku eszmefuttatast takarnak. Nemrégen egy-eqy ilyen reakciot kap-
tunk az 1992/10. (matematika, informatika, technika 4.) szamunkban megjelent
két cikkre.Ezek kézul az egyiket, Veres Laszléét eleve vitainditonak szantuk és H
Urban Janos véleményével egyutt kézoltuk. Itt most helyt adunk a szerzé vala-
szanak és Ichnad Sandor hozzaszdlasanak. A masik cikk szerzdje, Fitos Laszlo
is levelet it azota. Felhivja a figyelmet, hogy a tordelés soran — a szerzdi
korrektura ellenére — bekerult néhany értelemzavard hiba. Megkévetem érte! A
helyesbités e szamunk 66. oldalan megtalalhatd. Vancsé Odén hozzészdlasa azt
bizonyitja, hogy cikke — szerencsére — ezek ellenére is értheté.

A SZERKESZTO

Veres LaszIo megjegyzesei

El6ljarOban két dologrdl szblok, az egyik egy sajtbhiba a 10. szam 48. oldala
negyedik bekezdésében helyesen: korrepetaltatnak. A méasik: a 49. oldalon emlitett 17
fGs csoport majus 14-én felmérd dolgozatot it stkgeometriai szerkesztések és vekto-
rok témakorbdl. Eredmeény 3 db kettes, 14 db egyes.(?!)

lIrasommal egyidSében két reagalas jelent meg ra. Kivancsian vartam, hogy a kdvet-
kezO szamban milyen véleményen lesznek. Amikor megjelent a 11-12. dsszevont
szam, meg kellett allapitanom, hogy semmilyenek. Ennek hdrom oka lehet: 1. kevesen
olvassak a folydiratot, 2. k6z6mbdsség, akarcsak a politikdban, 3. a szerkeszt& nem
tartotta erdemesnek kdzoini Gket.

Akarmelyik &ll fenn, mindenképpen szomoru. igy csak két emberrel vitatkozhatok.
Midketto elismeri, hogy a tanulék tulterheltek. Ebbél szerintem kdvetkezik, hogy val-
toztatni kell, mégpedig surgbsen. A szerkeszté nem ért egyet a tulfeszitett hir meg-
eresztesenek a cikkemben javasolt médjéval. Nekem az a véleményem, hogy ez a hur
mar rég elszakadt, csak a dolgozatomban emlitett oktatasi szakemberek nem vették
eészre, vagy nem akarjak észrevenni. Megismétlem: masol&sok témkelege, korrepetél-
tatasok magantanarokkal, elégtelen osztalyzatok sokaséga stb. mutatja ezt. Méjus
20-an reggel hangzott el a radiéban, hogy mar az alsé tagozatosok kb. 30%-a is
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neurotikus.(?!) Szerintem valOszindsithetd, hogy a tulzd és a sokak szamara teljesit-
hetetlen kdvetelmények miatt. KésObb a felsGbb tagozatban és a kbzépiskolaban a
becsuletesebbeknél ez még csak fokozddik, ugyanis azt hiszik, bennutk van a hiba. A
masik rész, eés 6k vannak tobbsegben, hamar rajon, hogy 30 gyerekbdl ugysem lehet
27-et megbuktatni, ezérnt epp csak annyit tanul, amennyit muszaj. Innen is adddik a sok
masolas, hézagos torténelem és irodalom tudas stb.

Urban Janos emliti a mohacsi csata, A walesi bardok és a Hamlet tanitasanak
fontossagéat, mintha én ezeket el akarnam hagyni. “Alljunk meg azért! Ezt azért
mégsem!” — irja. Ezzel kapcsolatban megjegyezném, hogy irasomban éppen a moha-
csi vészr6l tanultak fontossagat emeltem ki. Tovabba én a tuizott, és a gyerekek
életkori sajatossagait meghalado, es ezért is felesleges anyag tanitasat biralom.

Kérdem én: hany verset irt Arany Janos és hany dramat a Hamlet ir6ja, és ebbdl
mennyit tanitunk? Csak annyit, amennyi szukséges ahhoz, hogy tobbi mdvuk irant is
felkeltsuk az érdekl6désuket. Ugy eérzem, az altalam javasolt matematika tanterv is
ilyen szellemdl. A “morzsak” tanitasaval kapcsolatban az a véleményem, hogy ez a
lehetd legrosszabb, mert j6 néhany anyagrésszel minddssze két-harom 6rat foglalko-
zunk. Ismétlésre nincs mod, igy semmi sem marad beldle, csak feleslegesen elment
vellk az id8, ami ugye — sok kicsi sokra megy — a veégelszamolaskor igen tetemes.
Példaul az altalanos iskolaban szamtani €s meértani sorozat, vagy a gimnazium elsé
osztalyaban harmonikus €s négyzetes k6zép.

Sajnos fenn kell tartanom azt a véleményemet is, hogy a tananyag vaitozasa a
“pillanatnyi fejesek izlését koveti”. Ez j6l nyomon kdvethetd, ha megvizsgaljuk az
elmult évtizedek tanterveit €s tankdnyveit. Nem akarok ismétliésbe bocsatkozni, csak
utana kell nézni az altalam feisorolt példaknak.

A Szigetszentmiklési Pedagbgus Kamara majus 20-i Glésén ezzel a témaval is
foglalkozott. Kiemelném egy alsétagozatos kartarsné vélemenyeét, aki szerint mar az
elsé osztalyosok is erésen tulterheltek, valamint egy biol6gia-foldrajz szakos tanaret,
aki szerint az 6 targyainal is ugyanaz a helyzet, mint a matematikanal. A jelenlévok
véleménye megegyezett abban, hogy igencsak hianyzik a tanulok iranti szeretet.

Ezzel kapcsolatban megjegyzem, hogy nagyon egyetértek Urban Janosnak azzal a
gondolataval "hogy a tanul6 érezze j6l magat az éran”. Ezt szeretném én is, mert most
ennek épp az ellenkezbjét tapasztaljuk. Ezért iram a dolgozatomat, és konkrét meg-
oldést is igyekeztem kinalni hozza. Mind a Szerkeszt6, mind Urban Janos biralja ezt a
megoldast, de mast nem kinal helyette.

Szigetszentmikl6s, 1992. majus 21.

VERES LASZLO

Veres LaszIo cikkéhez

Bevezetésként néhany sz6t kell sz6inom arrél, hogy mi inditott cikkirasra. K6zepis-
kolai éveimben igen magas szinvonalu matematika oktatasban részesultem: specialis
matematika tagozaton végeztem. Ez az iddszak jelentette a matematikaval kotott
baratsdgom kezdetét. Ekkor még elképzelni sem tudtam, hogy valakinek komoly
gondjai lehetnek e targgyal. Kés6bb matematikatanar lettem, olyan iskolaban, olyan
osztalyokban tanitottam, ahol a didkoknak sokat kellett kiszkodni e targgyal. Bennem
is sokszor félmerult a kérdés: hogyan lehetne segiteni ezen a tarthatatlan allapoton,
javitani a hatasfokon. Hogyan tudnék még tobbet tenni hogy a diakok ne félve Uljenek
be az érara, de mégis megtanitsam nekik azt, amit elSirtak? Természetesen az a
gondolat is megfogalmazédott bennem, hogy az anyag jelentés részeét jobb lenne
kihagyni. A nehezebben targyalhatd, szikségtelennek tind részeken egyszerien
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atugrani és soha vissza nem térni rajuk. Most mar ugy érzem, hogy az ilyen médon
torténd konnyités csak a legkisebb ellenallas iranyaba valoé elmozdulas, semmi mas.
Ez a legkényelmesebb megoldas a tanar és a diak szamara egyarant. A kérdés az

hogy hasznos lenne-e ez?

Kozvetlen 6sszefliiggések
A matematika Urban Janos szavaival: “az emberiség k6z06s kulturajanak tobb ezer

éven at kialakult és allandéan megujuld k6z6s kincse”. (Iskolakultura, 1992/10. sz. p.
51.) Ahhoz azonban nincsen jogunk, hogy a diakoktdl, a leendd felnSttektdl; tudésok-
tél, orvosoktd!, esztergalyosoktdl, haziasszonyoktdl megtagadjuk e kultira megisme-
résének és elmélyitésének lehetbseget.

A Veres Laszl6 altal felvetett problémat ugy lehetne helyesebben megkdézeliteni, ha
a kérdést igy tennénk fel: hogyan tanitsuk meg jobban a matematikat? Ebbe az is
belefér, hogy egyes, egyértelmuen szukségtelennek mindsitett részeket kihagyjunk,
mashogy tanitsunk, esetleg korabban szukségtelennek itélt fejezeteket, amelyekrdl
utébb kiderult, hogy mégsem azok visszavegyunk. A “szabas-varras-toldozgatas”
meégsem oldhat meg semmit.

Veres Laszl6 cikkében kizar6lag a matematikaoktatas kdzvetlen hatasairdl beszél,
kifelejtve-kihagyva a kbzvetett hatasokat (err6l majd kés6bb). Megemliti, hogy fia
nagyon keveset hasznal abbdl az anyagbdl, amit az iskolaban tanult. Kérdés persze,
hogy mennyire van ez Igy? Nem lehetséges-e, hogy csak nincs tisztaban azzal, hogy
felhasznalja? Vagy nem lehetséges-e, hogy nem tanitottak meg arra, hogyan hasznal-
ja? Vagy mas munkakorben — amelyre diplomaja jogositja — hasznal(hat)na esetleg?

Egyik ismer6s6m (muszaki fGiskolat végzett, most gyarigazgatoként dolgozik) a
minap tette fol a kérdést, hogy miérn volt szikséges megtanulnia a differencialast és
az integralast, ha ezeket sosem alkalmazza. Nem emlékszem pontosan, de valamilyen
sablonvalaszt adtam. A feleletet azonban maga adta meg, amikor néhany héttel
késObb ujra talalkoztunk. Egyik volt féiskolai csoporttarsaval beszélgetett, aki kutaté-
fejlesztd intézetben dolgozik. Neki is foltette a kérdést, és a kdvetkez valaszt kapta:
kOzvetve sokszor, kGzvetlendl ritkabban, de mindenképpen gyakran alkalmazza a
differencialast, integralast. S6t ezek ismeretének hianyaban nem értene, nem érthetne
sok fontos szabalyt, torvényt. Azt hiszem, nem térekedhetlnk arra, hogy igazgatdkat
vagy kutato-fejlesztd mérndkdket, kiulkereskeddket vagy menedzsereket képezzunk.
Nincs annyi iskolatipusra lehetGség, ahany munkakdr van. Nem is helyes egy-egy
tulsagosan specialis szakteruletre kiképezni embereket. Az oktatds — nem csak a
felsGfoku tanitasi intézmények, hanem a kdzépfokuak is, és méginkabb az alapfokuak
— csak alaptudast adhatnak, amit a diakok késdbb felnétt, dolgozéként szakterlleteik
igenyeinek megfelelGen fejleszthetnek (vagy hanyagolhatnak el).

Mi hat a megoldas?

Valtoztatni kell! Ami semmiképpen sem koénnyl! Példaul Ggy, hogy ramutatunk a
matematikai 6sszefuggések alkalmazhat6sagara. A tanaroknak ez a mostaninél sok-
kal keményebb kévetelményeket allit: a didkokat matematika érédkon ne csak arra
tanitsak meg, ami kézvetlendl a tananyag, hanem arra is, hogy melyik fejezet milyen
gyakorlati alkalmazast von maga utan.

A matematika minden fejezete — az is amit jelenleg tanitunk és az is amit nem -
egy-egy gyakorlatban félmerult probléma megoldasara jott |étre. Az is a tanér, a
tantargy és a tankdnyv feladata, hogy a szigortan vett matematikai tananyagon tdil,
mutasson diakokhoz kozel 4ll6 alkalmazéasokat. igy lehet és kell segiteni. Hidba
hagyjuk ki ugyanis a matematika tananyag jelentGs részeét, ez csak ujabb problémat
szul és az eddigit sem oldja meg. Ujabb gondokat okozhat az, hogy nem figyelunk
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azokra, akik késObb alkalmazni szeretnék a kimaradt részeket tovabba semmi sem
biztositja, hogy a maradék valéban hasznalhaté lesz sokak szamara.

Kozvetett 6sszefuggések

Az emberi gondolkodas alapja az, hogy képesek vagyunk absztrakciéra. Ha nem
tudnank elvonatkoztatni, elnanyagolni bizonyos dolgokat, masokat meg kiemeilni,
képtelenek iennénk sok — egyéebként kdnnyedén megoldhat6 — probléma kezelésére.
Ha az uzletben vasarolva a tiz forint meg a husz forint dsszeadasabdl a forintra
figyelink, akkor képtelenek leszunk tiz kilogrammot ésszeadni husz kilogrammal. Ha
a téglalap alaku kert teruletének kiszamitasakor nem vagyunk tisztaban a téglalap
fogalmaval, csak a kerttel, akkor nem fogjuk tudni kiszamitani pl. egy téglalap alaku fal
fellletét. A matematika feladata nemcsak a gyakorlati, a kbzvetlen alkalmazas, hanem
az is, hogy megtanitson az absztrakt gondolkodasra. Ez természetesen néhanyak
tanari szokasainak, tanitasi médszerének megvaltoztatasat jelenti. Ez sem a legkisebb
ellenallas iranyaba mutat, mint ahogy az el8z0 javaslat sem. A befektetett munka
viszont kamatostul megtérul.

Tanari-emberi tényezok

Egyetértek azzal a véleménnyel, hogy vannak maximalista €s vannak liberalis
tanarok. De lehet folytatni tovabb: vannak dnmagukkal szemben minimalistak is, akik
teljes igénytelenséggel adnak el6. Vannak semmivel sem tor6dok, akiket csak az
érdekel, hogy az 6rat megtartsak és az mar nem, hogy a diak megeértette-e az anyagot
vagy nem.

Roviden — a diakok nyelvén mondva — vannak j6 tanarok és vannak rosszak. Sot
vannak olyanok is, akik egyik osztalyban tudnak “j6 fejek” lenni, masikban nem. Az
eqgyik osztallyal megtalaljak a hangot, a masikkal nem. Azt hiszem erre a problémara
addig nem fogunk megnyugtaté megoldast talaini, ameddig a pedagdégusok megbe-
csultsége olyan, amilyen. Ameddig a tanarszakokra felvételizk alkalmassagat nem
vizsgaljak. Ameddig az egyetemeken szinte kizar6lag szaktargyi képzésben részesul-
nek a hallgaték. A pedagdgiai tantargyak pedig (finoman szélva) nevetségesek a
kés8bbi gyakorlati szikségszerlség szempontjabdl.

Vigasztalé, bar semmiképpen sem megnyugtatd, hogy mas munkakorokneél is
hasonlé gondok jelentkeznek. Minden munkakdrben vannak j6 €s rossz beosztottak
és fonokok. Méas szakokon is, nemcsak a tanarokat képz6kon, vannak az oktatasban
lefedetlen tertletek. Mas egyetemek és f6iskolék tananyaga sem mentes “fehér foltok-
t6l”. Es nemcsak a pedagégusi palya nincs megbecsiilve.

Megoldas? Megoldas!

A felmerult problémaékra az el6bbiekben felvazolt megoldas — az emberi, tanari
tényezOkon tl — hatalmas id6t igényel. A mostani 6raszam helyett masfélszer annyira
lenne szlikség. Ez pedig az amugy is nagyfoku tdlterheltseg miatt kivitelezhetetien.

Van més lehetdség is arra, hogy tdbb id6 jusson minderre, a diakok tovabbi
leterhelése nélkul. Csak 6ssze kell vetni a kézépiskolai és az altalanos iskolai tan-
kdnyvek tartalmét és minden vilagos lesz. A két szinten teljesen eltéré szOhasznalattal
rengeteg atfedést fedezhetlnk fel. Az altalanos iskolai anyag nagy részenek ujratani-
tdséval telik el a kdzépiskola szinte teljes elsd éve. Ha olyan tanterv és tan-
kdnyvsorozat szulethetne, amely a felesleges Ujratanulasokat, atfogalmazasokat kiku-
sz6boli, sok id6 szabadulhatna fol. Ezeket az idOket lehetne felhasznalni a tanitas leirt
bovitésere.

Nemcsak id6ben, hanem térben is lehetne novelni a tantargy keresztmetszetet
azzal, ha a fizika, a kémia, a technika tantargyakkal parhuzamosan targyalnank egyes
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fejezeteket. Az ilyen kapcsolat hasznéalna a matematikanak: peldaanyagot tudna adni
a tobbi tantargy, de azoknak is: nem kellene Gjra elmagyarazni egyéb Oran egyes
matematikai 6sszefliggéseket, amelyek feledésbe merultek az idok folyaman.

ICHNAD SANDOR

Talpardl a fejére vagy fejérol a talpara

Eredetileg csak Fitos Laszl6 cikkére (1) akartam reagalni, de vegul ugy éreztem, egy
gyakori jelenséget kicsit altalanositva fogok bemutatni. Sokszor el6fordul, hogy olyan
eljarasokat tanitunk a gyerekeknek, amelyek nagyon hatékonyak, de az igazi matema-
tikai lényeguk tdl bonyolult ahhoz, hogy koénnyen elintézzuk. llyenkor hajlamosak
vagyunk “csusztatni”, azaz ugy tenni, mintha a probléma nem is Iétezne, és a kijelen-
tésunket “magatdél értetéddnek” tekinteni. Ezeket 6sszegydujteni, és részletesen ele-
mezni sokkal nagyobb vailalkozas, mint amit egy ilyen cikk célul tazhet ki.

Jo6 volna ha ez az iras egy sorozat nyitanya lehetne, amelynek minden egyes tagja
egy-eqy ilyen, az iskolai matematikaban nem tisztazott részletet mutatna meg mas
szemszogbol.

Ezuttal a logaritmusfuggvény és annak konkavitasa (konvexitasa, ha az alap egynél
kisebb) lesz a témank. Fitos Laszl6 cikkében egy, a matematikai okoskodasokban ol
ismert, technikat mutat be nevezetes egyenlotlensegek bizonyitasara. Ez a kbvetkezdn
alapul: Egy f:[a,b] R fUggvényt Jensen konvexnek (konkavnak) nevezink, ha barmi-
lyen x;€ (a,b) valés szamokra, teljesul a kdvetkez6 egyenibtienséq:

f(x, +X5+... X, f(x4)+(X5)+...+f(X,)

n (&) n

A szerz6 ezt hasznalja fol a szamtani és mértani k6zép kdzétti egyenlbtienség
bizonyitasara, kiindulva abbdl, hogy az x-»!gx fuggveény pozitiv x értékekre konkav. A
szamtani €s a negyzetes kdzép kdzotti egyenibtienség pedig az X->X° fuggveny
konvexitasabdl kbvetkezik. A harmonikus k6zép “helye” mar ezekbdl adddik, végul a
négyzetgyokos kdzepet az x-»vVx fliggvény konkavitdsanak felnasznélaséaval illeszti be
a szamtani kdzép al4, a Ig fliggvény felhasznaldséval pedig a mértani kdzép folé. igy
a felsorolt kO6zepek kozotti egyenldtienseg-lanc a kdvetkezd alaki: HsM<Ngy< —
Sz<N, amely tetszbleges n db pozitiv valdés szam esetén érvényes.

Ebben a cikkben éppen forditott utat kbvetink. Az egyenl&tlenségeket elemi dton
bizonyitjuk, s éppen ezeket hasznaljuk fel arra, hogy megmutathassuk példaul az Ig
fuggveny konkavitasat. Ez a tény ugyanis nem magat6l értetédd. Bizonyitani lehet
természetesen az analizis sulyos eszkdzeivel, ez azonban tébbnyire — talan a speciélis
matematikai osztalyok kivételével - meghaladja a kbzépiskolai kereteket. Nem elegen-
dé a differencialhnanyados ismerete, itt a masodik derivalt és a konvexités viszonyénak
iIsmerete kell, ez pedig legfeljebb egy egyetemi analizis kurzustél kivanhaté meg. Egy
masik észrevétel: a konvexitas fogalma nem szoritkozik a differencialhaté fuggvények
korére (lasd pl. x- | x | ). Ha egy fuggvény nem differencidlhat6, akkor a konvexitasi
kérdések elddntésére mas eszkdzoket kell hasznélni. Természetesen ez a fent emlitett
fuggvenyekre nem all, ezeknek a derivaltjait minden valamire valé analizis kurzuson le
szoktak vezetni. Hangsulyozom, hogy ilyen héattér nélkul viszont csak hittétel az x-»Igx
fliggvény konkavitdsa. (Az x-»x*' illetve az x-»vx flggvények esetén egyszerdbb a
helyzet, mivel a parabola konvexitdsat mas médon is meg lehet mutatni, Ambar a vellk
bizonyitott egyenlStienségeket is kdnnyebb lesz elemi Uton belétni.)

Raadasul az exponencidlis- és a logaritmusfliggvény fogalmilag is igen bonyolultt,

gondoljunk pl. az irracionélis kitev6jli hatvanyok értelmezésére. A logarit-
musfuggvenyrdl némileg merésznek tinik “csak Ggy” azt mondani, hogy konkav, ha
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az alap egynél nagyobb.

Didaktikailag éppen az lenne indokolt, hogy belassuk: helyes az, ahogyan vazolni
szoktuk a logaritmusfaggveényt.

A dolgozat masodik fejezetében egyet leirok a lehetséges bizonyitasok kdzul a szamtani
és a mértani kdzép kozotti kapesolat megallapitasara, mig atébbire csak utalok (lehetéség
szerint az irodalom megadasaval). A harmadik részben a logaritmus fogalmaval foglalko-
zom. Ez eqy Deék Ervin altal irt tankdnyvben (2) is megtalalhatd, a részletes konstrukcié
bemutatasaval, elényeinek ismertetésével, valamint készult egy videdfilm is err6l atémardl
az ELTE Oktatastechnika Tanszékeén (3); igy itt ezekbdl csak egy-két ideilld alapgondolatot
emelek ki. A negyedik részben megmutatom, hogy a masodik fejezetben bizonyitott
egyenlStlenségbdl hogyan kovetkezik az x Igx fuggvény konkavitasa. S ezzel pontosan

megforditottam az (1)-ben leirt gondolatmenetet. Az 6tddik, utolsé fejezetben foglalom
odssze, miért érzem ezt az utat médszertanilag sokkal szerencsésebbnek.

A szamtani és a mértani k6zep ko6zotti kapcsolat

El6szOr hatarozzuk meg, mit értunk adott pozitiv szamok szamtani illetve mértani
k6zepén! Az egyik az 6sszeadassal kapcsolatos, és egyszeru atlagnak is mondijak: az
X4, Xo, ...X, SZAMOK szamtani kbzepe:

e x1+x2-;...+x,,

Szokas (az aritmetikai sz6 kezdObetlje utan) A-val is jeldlni, illetve ha fontos a
szamok megnevezése, akkor A(Xy, Xp, ...Xp,)-t runk.

A mésik a szorzéssal van kapcsolatban, és mértani illetve geometriai k6zépnek
nevezzUk az adott n darab szam szorzatabdl vont n-edik gy6kaét, formalisan:

M:=: ('/quz...xn

Szokas (a geometriai sz6 kezddbetulje utan) G-vel jeldlni, ha pedig magukat a
tényezdket is fel akarjuk tuntetni, akkor G(x4, X5, ...X,)-t frunk.

A két kozép kozotti kapesolatot vizsgéljuk meg, azonban nem ebben a formaban,
hanem egy kicsit 4tfogalmazzuk. Pélya Gyorgy egy gondolatmenetének altalanosita-
saval azt fogjuk bizonyitani (4), hogy ha n pozitiv szam 6sszege adott, akkor a szorzat
maximuma az n egyenld szam esetében kdvetkezik be. Ez ekvivalens a G=A egyen-
I6tienséggel, amelyet bizonyitani szeretnénk.

Természetesen ha x; = X, = ... = X, = X, akkor G = A = x. Azt fogjuk megmutatni,
hogy ha nem mind egyenl6k a szamok, akkor véges sok lépésben — mikozben a
szorzat allanddan névekszik — eljuthatunk egy olyan szam-n-eshez, melynek osszege
ugyanannyi, mint az eredetié, de a szdmok mind egyenl6k. Ha ezt megtesszuk, akkor
elintéztuk a problémat.

Legyenek tehéat adottak az x, <x,<...<X,, pozitiv valés szamok. Az 0sszeguk legyen
S, amely egyenld nA-val. A szorzat ériéke legyen P,. EIGszOr megnézzuk, hogy nem
egyenldk-e a szamok; ha nem, akkor

Xy < A, 6sx, > A. (*)

Legyen x{V=A, x(D=x_-A+x,, mig x(")=x; ha i#1 vagy i=#n. Ekkor az 6sszeg
véaltozatlan, a szorzat azonban nétt; n-2 tényezd ugyanis valtozatlan, mig az elso és
utolsé szorzata megnatt, hiszen:

x§1)-x$,1)=A (X,-A+X4) = A-X, ~A%+ A Xq < X4 X,, mernt
Axn—A2 + AXq—Xq X, = A(X,-A) +X4 (A -X,) = (X,-A) (A-%4) >0 (*) miatt.
Ezzel belattuk, hogy az Uj szam-n-es P1-gyel jeldlt szorzata nagyobb, mint a

kiindul6é volt, ha a szdmok nem mind voltak egyenlék. Ha a szamok nem mind
egyenlék, akkor a legkisebb szam < A, mig a legnagyobb szam > A. Ismét nagysag
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szerint rendezve az eljaras megismételhetd. Ezzel a szorzat tovabb n6, s most mar
legalabb két szam egyenld A-val. Vilagos, hogy legfeljebb n Iépésben eljutunk a mind
egyenléhoz, barmilyen szam n-esbdl is indultunk. (Val6jaban a legrosszabb esetben
is h-1 Iépés elegendb.) Minden Iépésben ndveltik a szorzatot, tehét ha végul P, =A",
akkor P, <P, miatt, felnasznalva az n. hatvany monotonitasat

Ezzel bebizonyitottuk az allitast, és kdzben sehol nem hasznaltunk elemit meghala-
dé médszereket (azaz “finit médon”, a hatarérték fogalma nélkul okoskodtunk). Tehéat
G A. Ez a bizonyitas elolvashatdé magyar nyelven Kazarinoff remek kdnyvecskéjében

5).

| )Pélyénél talalunk mas bizonyitast is, de az felhasznalja a limesz fogalmat, s igy
céljainknak nem felel most meg (6). Egy masik, hasonléan elemi, szép bizonyitas
talalhat6 (7)-ben is.

Megjegyzem meg, hogy a harmonikus k&zép, illetve a négyzetes k6zép elhelyezése
az egyenlbtlenséglancba szintén elemi uton megy, az elébbit lasd (5)-ben a 193-194.,
vagy (7)-ben a 18-19. oldalon, illetve a masodikat pl. (7)-ben a 30-32. oldalon. A
gyOkos kozép elhelyezkedése is kiolvashaté (7)-bdl, ahol egy komplett bizonyitas

talalhat6 arra, hogy az altalanositott hatvanyk6zepek monoton nének, tehat ha < B,
akkor h < hB, ahol h definicigja:

Va
XTHX5+...+X0
o= = (a#0)
(Ha =0, akkor vagy hataratmenettel, vagy definicié szerint a geometriai k6zép
adodik).
Esetinkben azonban van egyszerubb bizonyitas is, mint (7)-ben. Jel6ljik Ngy-vel a
négyzetgyokds kdzepet. Allitdsunk: G <Ngys< A,

vagyis

VX +VIG+.. +VXg |2 K1ttt
n = n
A baloldal bizonyitasa egyszery, csak a szamtani-mértani kdzepek k6z6tti egyenl6t-
lenséget kell felirni a vx,, Vx,, ...Vx, pozitiv szdmokra. A jobb oldali egyenl&tienség
sem tul bonyolult Ha elvégezzuk a négyzetre emelést, a nevezdvel atszorozva adddik:

ZX +22' ] b nDl
i=1 1%
tehat elég belatm hogy

0<(n- 1)2x ZZW_
i=1 i)

n
VXiXo.. Xy, S

ahol a jobb oldal egyenl6 2(\/— —VX; X;) °_nel, ami - minthogy négyzetszamok éssze-

1%/
ge - biztosan nem negativ.
Tehat az (1)-ben szerepld 6sszes egyenlbtienséget elemi Uton bizonyftottuk.

A logaritmus fogalma az n-jegyt logaritmus alapjan

Ebben a fejezetben csak réviden vazoljuk, hogyan lehetséges a logaritmust az
altalanositott (tehat nem pozitiv egész kitevés) hatvanyozéas hasznalata nélkiil felépi-
teni. Alapfogalom egy x szam a-nagyséagrendje: n aX) =k & adisixe< abiiEz
minden szamhoz hozzarendel egy pozitiv egészet, de természetesen messze nem
egy-egyértelmden. Ertelmezniink kell azt IS, mit akarunk szamnak nevezni. Legyen
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szam a végtelen tizedestortek halmazanak egy eleme (ami valéjaban egy lehetséges
modellje a valés szamoknak). A fenti fogalmat lehet finomitani azzal, hogy nem csak
a szam nagysagrendjét, hanem a 10. hatvanyanak a nagysagrendijét is figyelembe
vesszuk. Ezzel finomabb hozzarendelést valésitunk meg, minden szamhoz egy darab,
egy hosszusagu tizedestortet adunk meg a kdvetkezdképpen:

n,(x'%/10 legyen a hozzérendelés médja. Nevezziik ezt az x sz&m a-alapu egyje-

gyu logaritmusanak. (n hosszusagunak akkor nevezlink egy véges tizedestortet, ha a

tizedesvessz6 utan éppen n jegy van. A végeén levé egy vagy tébb 0-at is figyelembe
vesszuk!)

Hasonl6képpen az n-jegyu logaritmus legyen:

n-log,x : = : n, (x'°")/10".

Ez a fogalom anal6g az iskolaban is hasznélt logaritmus tablazatok szamaihoz, ahol
szintén csak néhany jegyre megadott logaritmus értéket lehet talalni, nem teljesen
azonos azzal, mert a tablazatokban az utolsé jegy nem értékes jegy, hanem kerekitett.
Van azonban egy Iényeges kuldnbség ak6zétt, hogy egy “létezOnek” tekintett végtelen
tizedestort egy véges szeletét irjuk le egy tablazatba, vagy pedig éppen ezt a végtelen
tizedestortet szeretnénk folépiteni olyan elemekbdl — az n-jegyd logaritmusokbdl —,
amelyeknek hatarozott, elemi szamtani jelentésik van.

“Tokéletes logaritmustablazat” — azaz egy clyan F hozzarendelés, amely minden
pozitiv szamhoz (akar csak racionalisokhoz) egy véges tizedestdrtet rendel ugy, hogy
F(x y) = F(x)+F(y) — nem is létezik. (Legyen F e9y egyjegyd hozzarendelés, €s
(a,b)=1. Ha példaul F(a) = 3,8; F(b) = 4,7, akkor F(a*') = 47-3,8=38-4,7 = F(b°°)len-
ne, ami azonban ellemntmond az egy-egyértelmiségnek, hiszen a*’ b

Az x szam a alapu logaritmusa legyen egy olyan végtelen tizedestort, amelynek
az elsé n hosszusagu szeletét éppen az n-log, x adja. Ez egy absztrakt definicio,
nem részletezem, hogyan lehet ezt motivalni, s miént latszik didaktikailag leg-
alabbis egy alternativanak ez az ut, lasd (3). Ahhoz, hogy ez egy értelmes definicio
legyen, azt kell belatni, hogy (n+1)-log,x az n-logx folytatasa egy tovabbi tizedes-
jeggyel. Ennek ellen8rzését az olvaséra bizzuk. Ezen kivil a monotonitasra lesz
szikségunk, valamint annak a fontos tulajdonsagnak a meglétére, amiért éppen
ezt a fuggvényt épitjuk fel, nevezetesen, hogy az alapazonossag: log, (xy)=I0g, X
+ log, y igaz. A monotonitashoz elég annyit tudni,hogy a végtelen tizedestortek
rendezése lexikografikus rendezés. Ezen tulmenden a szigord monotonitas is igaz
(amit el is varunk!) az alabbiak miatt:
ha 0<x<y, akkor létezik olyan n, amelyre y'°" x

100 5 10x'" mert hay = x+c, akkor

(x+c)'%" > x10"+ 10"x1° "¢ s igy elég bel4tni, hogy 10" '™ ¢ > 10x'°", vagyis 10™"
c > x, ez pedig, mivel x és c fix pozitiv szdmok, az arkhimédesi tulajdonsag miatt teljesulni
fog. igy a log.y n-ik tizedesjegye legalébb eggyel nagyobb, mint log,x-é.

Az additivitasrél egy fontos didaktikai szempont miatt egy par sz6t. Sosem szoktunk
beszéIni arrél, hogyan lehet egyaltalan értelmesen definialni végtelen tizedestortek
Osszegét, vagy azok szorzatét. Igy aztan azok az allitasok, hogy a valés szamok testet
alkotnak a két alapmuiveletre nézve, teliesen a leveg6ben I6gnak. Az vilagos, hogy
mivel fogalmilag nagyon &sszetett dologrél van szé, ezt nem kénnyu az iskolaban
tisztazni, de sz6 nélkil elmenni mellette egyike a bevezetSben emlitett didaktikai
hibdknak, amelyek szamosan fellelhet6k az iskolai matematikaban. Az log, (xy) — 0g,
X + log, y egyenl6ség tehat més jelentésu, hiszen ehhez elészéra - 6s + muveletek
jelentését kell tudni, ha nem szokasos racionalis szamokrol, hanem végtelen tizedes-
tortekrél van sz6. Most csak annyit mutatunk meg, hogy ha minden n > 0 esetén
| n-log, (x y) -(n-log, x+n-log, y) | < 101 akkor az “egyenl8ség” igaz, feltéve,
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hogy log, x minden x-re olyan végtelen tizedestort, amelyben nem allhat végtelen sok
9-es egymas utan. (Ez tényleg nem fordulhat el6, aminek bizonyitasa — barmilyen
egyszerd is — most nem fér ebbe a cikkbe.

A kivant egyenlétlenség azonban fennall, hiszen:

| na(xy]"")/10™ [Ny (x'*")/10"+n, (y '")/10" | 10" =

= | na(bxyl"®-[na("*N) +n,y"°M] | = | j-(k+m) | , ahol

10n<aj+1 k_.10n ak+1’ésam510n<am+1.

ai.<_(xy) yasx <

k+m k+m+2

Ekkor az utols6 két egyenlétienség szorzata: a¥*™M<(xy)'’" < a . mésrészt a
<(xy)'"°" < a*' tehatj =k+m vagy j = k+m+1, azaz |j-(k+m) | < 10 (ennél tébb
is igaz, hiszen legfeljebb 1 lehet a differencia), s ez mutatja, hogy ha osztunk 10"-nel,
akkor a kivant egyenlétlenség adddik. Ebbdl a limesz fogalom segitségével mar
kdzvetlenul kapjuk, hogy a log,(x y) és log, x + log, y “valés szdmok” egyenldk,
azonban ez a limesz fogalom nélkul is megy, “finit" értelmezéssel. Ez mar egy
kdvetkezd cikk targya lenne (muveletek és azonossagaik a végtelen tizedestortek
kbrében). A témat illetéen lasd (3) magyarazatait.

A logaritmusfluggvény konvexitasa

ElGszOr tisztazzuk a konvex illetve konkav fuggvény fogalmat. A konvexitdsnak a
geometriaban is van jelentése, amely nem fluggetlen a figgvény konvexitas fogalma-
tol. Egy ponthalmazt (a sfkban vagy a térben) konvexnek neveziink, ha barmely két
pontjat 6sszekOtd szakasz minden pontja a halmazhoz tartozik. Ez a fogalom a
fGggveny grafikonja segitségével vihetd at figgvényekre: Ha az f:[a,b]=R fuggvény
grafikonja (amely a sik egy b-a szélességul savjaban van), valamint az x=a és az x=b
egyenesek altal hataroit fe/sé tartomany — tehat az {(x,y): asx<b, y>=(x)} halmaz -
konvex, akkor mondjuk f-et konvexnek. Ez a sz6hasznalat szinkronban van a geomet-
riaval. A konkavitas esetében lényegében a grafikon alatti tatomény konvexitasét
jelenti. Szimbdlikusan az f:[a,b] R fuggvény konkav, ha az {(x,y): asx<b, y=f(x)}
halmaz konvex (szemléletesen ez a figgvény gorbe alatti a/sé tartomany). Tehéat egy
fuggveny lehet konvex, konkav vagy (a legtdbb esetben!) egyik sem. Amit itt leirtunk
fogalmilag mas, mint az elsé részben emlitett Jensen-konvexités.

A fuggvenyek esetében szerencsés, ha nem a grafikon egy geometriai tulajdonséaga
alapjan definialunk egy fogalmat, hanem “geometriamentesen”. Kézismert, hogy ha f
Jensen-konvex, akkor konvex is. Ha harom szamra irjuk fel a Jensen egyenl&tlenséget
a konvex esetben gy hogy x, €s x5 fix, mig x, tetszéleges koztik levs (x; <x,<X),ak-
kor az egyenlGtlenseégbdl éppen azt kapjuk, hogy a hur tetszéleges pontja a fliggvény -
gorbe felett van.

Ezekutan megmutatjuk, hogy az el6z6 fejezetben definialt logaritmusfliggvény egy-
nél nagyobb alap esetén Jensen-konkav, mig egynél kisebb alap esetében konvex.
Ehhez elég belatni, a>1 esetén

Xq1+Xo+...+X, I0g X1 +10gXo+...+10g,x,  log, (x4X;.. Xp)
log, = = ~ = B 7
mig a<1 esetén a fordftott egyenltienséget.
A jobb oldalon az alapazonosség szerint alakitottuk at a tértet. Mivel n egész szadm
n-10g,x = log,x" ismét csak az alapazonossag miatt, azaz

Xy 4+Xo+ ... +X 0 A g Y
nloga( 1 2n n) =|Oga{ 1 2n n}

Mivel a>1 esetén a logaritmus monoton névé, ezért
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X+ X+ .. +x,)"
log, = 2100, (X4X5...X},),

miutan korabban mar belattuk, hogy

Xy +Xo+...+X,)"
{ 1 2n "} = X0 %,
Mivel a<1 esetén a logaritmus monoton fogy éppen a kivant forditott irdnyu egyen-
IGtlenséget kapjuk. KOvetkezésképpen, mivel a Jensen konvexitas kdvetkezménye a

“geometriai értelemben” vett, fent leirt konvexitas, ezért a szokasos logaritmus abra-
zolasunk helyes. Ennek belatasat tluztik célul.

Osszefoglalas, néhény didaktikai alapelv

Megallapithatjuk tehat, hogy mig a kulénb6z8 kdzepek kozotti egyenlétlenségek
bizonyftasa teljesen elemi, tul bonyolult fogalmi apparatust nem igényel, addig mind a
konvexitas, mind a logaritmus fogalma igen gazdag tartalmd, és Iényegesen bonyo-
luitabb. Igy az (1)-ben vazolt ut didaktikailag egyaitalan nem indokolt. Nem szikséges
egy egyszeru tényt, igen Osszetett, és nehéz fogalmak felhasznalasaval bizonyitani,
arrél nem beszélve, hogy — amint azt igyekeztemm megmutatni — ezek a fogalmak az
iskolaban nem is tisztazédnak, s az igazi jelentésuket a tanulbk tébbnyire nem ismerik.
Ez tovabb ndveli az ellenérzést az (1)-ben vazolt uttal szemben. Természetesen az itt
csak vazolt forditott ut, nagyon is meggondolanddé lehet, hiszen altalaban a konvexitasi
kérdések “ex catedra” kijelentések maradnak az iskolaban, s legfeljebb kés6bb az
analizis eszkbzeivel nyernek igazolast, ha ez nem marad el.

Mint talan érzékelheté ebbdl a rdévidre fogott elemzésbdl, alapvetéen fontosnak
taldlom, hogy az iskoldban maga a matematika is épuljén, ne csak kész bonyolult
tények egyuttese legyen, amik j6l folhasznalhat6k bonyolult feladatok megoldasaban.
A mai kdzépiskolai matematikaoktatasra tobbnyire az jellemzb, hogy az “anyagot”
igyekszink minél gyorsabban, minél precizebben atadni, s a gyerekektdl a felhaszna-
last varjuk el kulénb6z6, a témahoz tartozé feladat megoldasaval. Azok kozétt a
Magyarorszagon fellelhetd iranyzatok kdzott, amelyek a kreativitasra, a felfedezések
élményére sokat épitenek, igen szellemes feladatsorok segitségével igyekeznek meg-
kénnyiteni a bonyolultabb fogalmak megértését; van olyan, amelyik a valés szamok
és az azokkal torténd muveletek genetikus folépitésére térekszik. Masok munkassa-
gabdl ez eddig hianyzik, mivel ezek olyan hosszutavu fejlesztést igényelnek, amire a
mai tematikusan, linedrisan folépitett és zsufolt tanterv latszélag nem ad modot. Ez
csak latszélagos ellentmondas, amelyet az iskolai matematika belsé strukturalis atala-
kitasaval el lehet kerulni. Az a szemlélet, hogy a feladatmegoldé tevékenység tervezé-
sekor a matematikai fogalmak fejlesztését és felépitését is figyelembe vegyuk, szinte
telies mértékben hianyzik az oktatdsbdl. Ez a probléma szorosan Gsszefugg mas
altalanos tanitasi nehézséggel, igy a tanuldi aktivitas alacsony szintjével, a gyakorlati
problémak matematizalasi lehetéségeinek majdnem teljes hianyaval, az egyéni tempo
figyelmen kivil hagyaséaval. Ez a tanulék matematika iranti alacsony érdeklodeséeben
jelentkezik, amivel egytt jar, hogy nincsenek tisztaban a matematika igazi arcaval, ami
az iskoldban sokszor egészen hamisan jelenik meg. A kézépiskolai matematikaokta-
tas egyik lehetséges vezérfonala lehetne a valés szamok igenye (itt elsGsorban a
végtelen tizedestért modellre gondolok), amely éveken &t végighuzodhatna az oktatas
egészén. Milyen problémak indokoljak a megkonstrualasukat, s hogyan lehet ezt
végigvinni. Nem ugy, egyetlen 6ra alatt, ahogyan ma térténik a négyzetgyok fogalma-
nak bevezetésekor. Tudomasul kellene venni, hogy nem a valés szamok ismeretével
jovunk a vilagra, s hogy egy igen gazdag tartalmu, nagyon bonyolult fogalomrél van
sz6, amelyen, mint a j6 “4llatorvosi lovon” a matematikai gondolkodas nagyon sok
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alapvetd sajatossaga megmutathato.
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VANCSO ODON

Helyreigazitas

Fitos Laszlo cikkéhez

Az 59. oldal 10. soraban:
‘az a feltétel szerint” helyesen: “az a < b < c feltétel szerint”

Az 59. oldal kbzepén

Ig °vabe < a+g+c helyett °vabc < a+g+c

Az 59. oldalon alulrél a 4. és 3. sor k6zo6tt kimaradt:
a’+b°+¢c? i a+b+c)\?
3 T 3

A 60. oldal legvégeén a kettéspont utan kimaradt:
lgva+igvb _ , va+vb

DR 2
azZaz
2
Igvab < /g(‘/—é”z”/B)
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