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A harmadik esetben a kivonandé 162 egyes. Ennek a kivonasa az el6bbiek alapjan
az alabbi lejegyzésbél kénnyen érthetd.
9 6t 3 1:27=356
_§+2 (21)
1 5 3+40
=i SQE4 . i(35)
1 8 1+50
-1 2%5 (42)
1 9
Csak az ilyen lejegyzéssel valo, kelld ideig tarté szemléltetéssel képesek a tanuldk
megérteni és kdnnyebben elsajatitani a szoké&sos algoritmust ugy, hogy nem szukséges
lefrniuk a kivonandokat.
Remélem, hogy lesznek olyan kollégék mind az als6, mind a fels6 tagozaton, akik
dolgozatomnak valamilyen hasznat veszik.

KOVES LASZLO

Otletes grafok

Gréfon altalaban egy véges ponthalmazt (csucsok) értlink, amelyeket szakaszok
(élek) kétnek Gssze. Ebben a cikkben nem a gréfokkal, és tulajdonsagaikkal
foglalkozunk, hanem bizonyos tipusu széveges feladatok megoldasara haszno-
sitiuk a muveletek sorrendjét abrazold graf adta otletet.

Képzeljink el egy kozlekedési halézatot abréazolé grafot (egy vasuti térképet, ahol a
csucsokat a vasuti csomépontok, mig az éleket a kilénbdzé helységeket 6sszekotd
vasutszakaszok jelentik). Ez azzal a fontos tulajdonsaggal rendelkezik, hogy valamely
utjan haladva, minden csucsbél el lehet jutni minden csucsba. Az ilyen grafot
osszefuggdonek nevezunk. Az 6sszefuggd grafok kdzott sajatos helyet foglalnak el az
ugynevezett ,fak”. Példaként adjuk meg a kovetkezd kifejezést helyettesité grafot:

32.[4+2.(5%°+3?)]=K

A kifejezés értékének a kiszamitéasa esetén, alulrédl kell indulni addig, amig eljutunk
a ,fa" térzséhez.

Prébaljuk meg alkalmazni ezt az elja-
rast mas hasonlé kifejezés éntékének a
kiszamitasa esetén is!

A graffal val6 helyettesités otlete alkal-
mazhatd a kdvetkezd tipusu szdveges
feladatok esetén is:

Egy anya néhany almat rakott az
asztalra és azt mondta harom fianak,
hogy amikor hazajonnek az iskolabdl,
osszak el egyenléen egymas kézt azo-
kat. EI6szér Istvan érkezett haza, elvette
az almak egyharmadat és elment. Utana
Péter jott meg, elvette az asztalon
maradt almak egyharmadat és elment.
Végul megérkezett Janos 6 is, a meg-
maradt almak egyharmadat vette maga-
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hoz. Szamitsuk ki, hany alméat hagyott az anya az asztalon, ha Janos 4 almat vett el!
Megoldas graffal

az almak eredeti mennyisége

Istvdn harom részre osztotta és az 6
részét elvitte

Péter a maradékot osztotta harom részre
és 6 is elvitte a részét

végul Janos is ugyanezt cselekedte

Tudom, hogy a ,0" jelnek 4 alma felel meg, tehat a harom OGsszesen 12 alma, ami
nem mas mint a két , {" jelnek megfelel6 mennyiség egy ¢ = 6 alma, ezért harom §
= 18 alma = két O => egy U= 9 aima és végul 3-0= 27 alma volt eredetileg az asztalon.

Hasonl6 eljarast alkalmazva, oldjuk meg a kovetkezd feladatot: Egy tanuld az elsé
nap elkélti a pénzének felét, a masodik nap a maradék pénz egyharmadat, a harmadik
nap megmaradt pénzének a felét, a negyedik nap pedig a maradék egyharmadat. Ezek
utan 12 leje maradt. Mennyi pénze volt eredetileg?

Hasonl6 eljaras alkalmazhaté a kovetkezd, valamivel nehezebb feladatnal is: Egy
edénybdl kivessziik a tartalmanak 1/4-ed részét, majd a maradék 2/9-ed részét és meg
10 litert. Végul a maradék 1/3-ad részét vesszik el, igy 40 liter marad az edényben.
Hany liter folyadék volt benne?”

Megoldas: a feladat gréafja a kovetkezd:

az eredeti folyadékmennyiség

- kivesszuk az 1/4-ed részét, majd a mara-
dékot 9 részre osztjuk és két | részt és meg
4~ 10 I-t kiveszlnk; ezt nem tudjuk pontosan
jelélni az abran, mivel nem tudjuk mennyi
az értéke a jelnek. Ezért beiktatunk még egy
segédlépést: kivesszuk a 10 |-et és kapjuk
al jelolt mennyiséget, amelyet 3 részre
osztunk és egyharmadat elvesszuk.
A maradék kétO= 40| => egyD = 20 |,
vagyisa @B = 60 |, ehhez hozzaadva a
10 It => a 7 darab { 6sszesen 70 |-t tesz
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ki, tehat a h&romO= 90 | => egy Q = 30 | és végul az eredeti mennyiség 4x30 = 120

| volt.

Feladatok
A ,Sas” csoport elsé nap az egész ut 2/3- ad részét a masodik nap a megmaradt

tavolsag 1/3-ad részét, a harmadik nap pedig a maradék tavolsag felét és még 2 km-t
tett meg, a negyedik nap tovabbi 13 km-t. Mekkora volt az egész tavolsag?”

Egy 16péssel menjunk tovabb! Egy tolvaj, miutan zsakjat teletomte, kifelé iszkolt a
narancsligetbdl. Szerencsétlenségére talalkozott az érrel. Hosszu alkudozasok utan az
ér elengedte, de el6bb a zsakmany felét és még egy narancsot megtartott maganak.
Szegény tolvajtél ugyancsak elpartolt a szerencse, mert meg haromszor talalkozott
Srrel, aki ugyanazt a bintetést szabta ki ra. Végll, amikor mar messze jart a ligettdl,
megnézte mennyi narancsa maradt és keseruen allapitotta meg, hogy egy sem.
Hatérozzuk meg, hogy hany narancs volt a tolvaj zsakjaban eredetileg?

Megoldés:

30 az eredeti narancsok mennyisége

a narancsok fele és

\—/ ezzel a jellel a raadast akarom kifejezni

__— végul itt 1 narancs van, és visszairva a
részeredmeényeket, megkapjuk az eredeti
30 narancsot.

‘\_,/

A kdvetkezd feladatot P Dirac angol Nobel-dijas fizikus tlzte ki: Harom halasz —
befejezvén a halaszatot — nyugovdra tért, de a zsakmanyt elfelejtették elosztani. Néhany
orai alvas utan az egyik haldsz felébredt, és elhatarozta, hogy hazamegy. Tarsait nem
akarta felzavarni almukbdl, ezért egyedul oldotta meg a zsakmany felosztasat. Amint
a halakat megszamolta, rajott, hogy a harom részre valé osztas csak ugy sikertl, ha
egy halatvisszadob a folyéba. Ezt meg is tette, majd a megmaradt halak harmadrészével
eltavozott. Révid id6 mulva felébredt a masodik halasz is, aki szintén hazakivankozott.
Fogalma sem volt arrél, hogy az elsé halész kivette a részét a zsakmanybdl. O is rajott
arra, hogy a zsakmanyt csak ugy lehet harom egyenlé részre osztani, ha egy halat a
folyoba dob. Miutan ezt megtette, a visszamaradt halak 1/3-ad részével eltavozott:
ugyanigy jart el a harmadik haldsz is, mivel a megmaradt zsakmany igazsagos
szétosztasdhoz egy halat most is vissza kellett doboni a folydba. Dirac azt kérdezte,
hogy minimélisan hany halbdl allt a zsékmény?
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Megoldas:

Ced el az eredeti halzsakmany

d CB +1a— azelsé elosztas

& P T R T a maradék elosztasa

~———— a harmadik halasz é&ltal végrehajtott el-
osztas

Tehat le lehet olvasni a kdvetkezd dsszefiiggéseket: 31+ 1 = 29; 30+ 1 =20
6s30+1=0 ,ahola, @ Qés O3 méstermészetes szamokat jelentenek. Ahhoz,
hogy meghatarozzuk a minimalis mennyiségu halzsakmanyt, elkészitjuk a kbvetkezd
tablazatot:

prébalkozasok megjegyzés
o ¢ o
0 1/2 - nem jé
1 2 7/2 nem jé
2 7/2 - nem jé
3 5 8 ez jé

Tehat a zsakmany 8x3 + 1 = 25 halbdl allt.

Megjegyzés: Dirac szerint az eredmény -2 hal! Ha ebbdl elveszink 1 halat (-2-1=-3)
a megmaradt -3 hal harom egyenld részre oszthat6. Ha az elvett -1 hal utan megmarad
-2 hal, az eljaras a végtelenségig folytathaté. Cambridge-ben mesélik azt az anekdotat,
miszerint Dirac gondolatait éppen ez a jatékos feladat vezette a lyukelmélet megalko-
tasahoz.

Feladat:

Harom munkés a munkéajukért kapott pénzt a kbvetkezbképpen osztotta el az elsé
Osszeq 1/2-ed részét és még 21 lejt, a masodik az elsd 6sszegének 1/2-ed részét és
még 21 lejt, mig a harmadik a méasodik pénzének az 1/2-ed részét és meg 21 lejt kapott.
Hany lejt kapott kulén-kulén mindegyik?
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Megoldas:
A:_\ az eredeti pénzosszeg
I két részre osztiuk és az elsé részbdl
fizetjuk ki sorra a masodik és harmadik
' | 1 lepésben tehat munkast, illetve az elsd munkas 21 lejes

ide hozzaadtuk

ez az els6 munkéas fizetése, amelyet
elosztunk Ujbdl két részre.

| | Hiink 0res poétiékat. Jeldljik ezt a potiékot mm-al és
:C% dve\un % legyen az értéke 4xb.

ebbdl ismét elveszink egy 21 lejes meny-
| ‘ | | / nyiséget és ehhez adjuk
B e aead ez a masodik munkés fizetése, amelyet
Ujra két részre osztunk.

| %%, . s .
9%, ebbdl elvesziink 21 lejt és ide p6toljuk
‘ % ez a harmadik munkas fizetése és ezzel
///f az elsé ,rész” elfogyott.

A tovabbiakban jeldljuk -t a-val; ekkor a graf a kovetkezd lesz:

/ . \
4a+4b 4a-4b

2 i

2a+2b+4b 2a+2b
Y iimie i
a+b+2b+4b a+b+2b

Tehat felirhaté a kdvetkez6 egyenlet:
8a = (4a+4b) + (2a+2b+4b) + (a+b+2b+4b)
ahol: 1*) 4a+4b -> az elsé munkas fizetése

2*) 2a+2b+4b —> a masodik munkas fizetése

3*) a+b+2b+4b —-> a harmadik munkas fizetése
vagyis 8a =7a+17b => 8a-7a = 17b+7a-7a => a = 17b;
ded4b =21 =>b =21/4,igy a = 21-17/4
Ekkor 1*) 4a+4b = 17-21+21 =378 lgj

2*) 2a+6b =2-17-21/4+6-21/4 = 210 lgj

3*) a+7b=21-17/4+7-21/4=126 lg
llyen modon alkalmazva a grafelméletet, bizonyos gyakorlatok, feladatok a termé-

szetUkneél fogva Uj megvilagitasba kertilnek. A feladat is, a megoldas is érthetébbé

valik. Remélem, hogy a cikk attanulmanyozésa utan, a tanuldk kildnbozé feladatme-
goldasi modszerek kozétti ,rokonsagot”, analégiét is felfedezik majd!

PALHEGYI-FARKAS LASZLO
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